第 一 篇 图 ie 


第 一 章 基本 概念 


本 章 开始 介绍 图 沦 的 若干 基本 概念 ， 亿 特 所 到 包含 这 此 概念 的 菜 此 结果。 REBAR 
可 用 来 说 明 概念 ， 也 可 用 米 给 读者 指出 一 些 证 明 立论 定理 常用 的 技巧 。 


1.1 基本 定义 


一 个 但 G= (VE) 由 两 个 集 组 成 ， 有 限 集 V 中 的 元 家 称 为 顶点 ， 有 限 集 己 中 的 元 
RPA. $NA. SACMMLEEARUATZA, WOK 为 有 
区 图 或 定向 图 ， 反之 ， 台 称 为 无 向 图 或 非 定向 图 .本 节 的 前 四 音 讨 论 无 向 图。 

“通常 用 符号 w，， Ve, Va, … 表 示 图 的 顶点 ， MRSE. €r, €, ORRERA S 
e, 相 联接 的 顶点 和 yi 叫做 e RR. AM, GARRA (Ou UO. MRR, SEM 
EYPRLRBESCAAA HY, ELS] — RR 30 EE — 48 UE TE E PH. 这 些 具 有 同一 对 
WMATA. A, -AUATHMR AA, Re (5, v), Me, 9i 
为 在 硕 点 9 处 的 自 环 . ST 如 果 图 的 顶点 集中 含有 如 个 元 
ET WE f OR v. l 

无 边 的 图 称 为 零 图 Xm C 也 就 无 边 ) MBAS. 

图 党 用 --- 个 曲线 图 形 来 内 示 ， 图 的 顶点 常用 小 贺 点 成活 图 来 表示 ， 边 常用 连接 两 个 代 
表 疾 点 的 小 圆 点 或 图 图 之 间 的 一 条 线段 来 表示 。 岗 如 ， 车 


Vein, Vr, Ps, Vas Ve, Ve} 


Al 

E={@,, €,, @3, Ci, €] 
而 

€,=(t%, 0i) 

£,— (4,, 94) 

e= (94, Va) 


E= (V5, ve) 
则 图 G= (V, E) 如 图 1.1 所 示 。 其 中 ，e, 和 e, 是 平行 边 ，es 是 自 环 。 
边 对 应 其 端点 叫做 边关 联 于 项 点 。 ARIA BU JE LB S OX REI TUSCE Bic E 


REE 4G PPA HMMA, PDIESTEIEIS. UNA RS, VER, PARABEN, GR CU, vom 
Bi UDAREECRMACTREURIXUK. —— AE 


接 。 两 个 边 有 同一 端点 ， 这 两 个 边 也 叫做 邻接 。 
AMALIE, Le SRAM, viU ATOR RA. Te Re REPE 


SR. 


Ha BG=cV, EX V= (s, 5, Po Vi, fh, Va}; Em (£, €; Cay Cu Cade 


SUM XE BOX VE, Hic Ad (v), WU PS e s m BUS. Pb. v 
BON p ROTOR REL, SAREE RR OAR UE Hoo. EAA 0 的 顶 ) 叫 久 
MEMA. RREN Ave LMetp ARR Mo ERI I2. 8°G) RMAC G) 分 别 
表示 图 G 中 顶点 度数 的 最 小 值 和 最 大 值 。 

在 图 1.1 所 未 图 GH, 

d(v,)=3 
d(v,)=2 
d(v,)-0 
ad(v,}=1 
d(v,)-—8 
d(vw.)-1 
2p, vQk PURUS, UF ABBR, RH. 从 图 Gqapnupx, MARAR 
度数 之 和 为 10， 而 边 数 为 5 。 即 图 台 的 顶点 的 度数 之 和 为 边 数 的 两 倍 ， 是 个 偶数 、 还 可 进 
一 步 证 实 ， 度 数 为 奇数 的 顶点 也 是 偶数 个 。 这 个 有 趣 的 结果 并 不 限 于 图 1.1 中 的 图 ， 事 实 
虐 ， 它 对 任何 图 都 适用 ， 正 加 下 面 定理 记述。 

定理 1.1+ 图 对 的 所 有 项 点 度数 之 和 为 294， 训 是 如 的 边 数 。 

证 明 因为 饼 条 边 莉 与 两 个 项 点 关联 ， ae aes 所 以 由 miU 
FBS TY TN, BER SA Om, [1 

81.2 AE -图 中 ， 度 数 为 奇数 的 项 点 有 偶数 个 ， 

Wa REGHAnTHA, PARE, ETT IUS. Vu oce, ORR 
Me, He (mer) CARRÈRA a. Mu 5 


Daw} dt dep C (1.1) 
i- - erp 
URGTSO RBA PAIE, ise elt A AELTER, — VERE 


TEAL GNU ABUP A, KA LR ELUNE TRS, RFRKRWREDARM. —— EAE 


2 


根据 定理 1.1， 图 GBA TABOR AUR, WR (1.1 ) 左边 是 个 偶数 ;， 有 边 第 
-RALE RAKAR, SPREAD ALELA RATER E 偶 数 ， 内 为 第 二 
求 和 式 中 每 硕 都 关 厅 数 ， 听 以 第 一 求 和 寂 中 项 数 必 为 蝎 数 , 即 度数 为 奇数 的 顶点 数 (m--r ) 
PIE Roc UM ^L as | J 


1.2 于 图 和 补 图 


BREG=(V, E), WRV ME DWAVREM TR, Alo, v) BEE’, R 
Xo, AFV, BAG = (V^, FRR OMEN. WURE REM NPR RV’ Vi 
ATR, RAG RM RCH ATA, Jn PIG ITA Bo nim dim EGET BIG, WAG 
gm iik G 的 生成 子 图 。 

讽 如 ， 请 看 图 2(4) 所 示 图 G。 图 1.2(b) 所 示 图 G' 是 G 的 子 图， 其 顶点 集 是 (D,，v， 
v, o) .事实 上 ， 它 是 G 的 真子 图 ， 图 1 .2C0) 是 G 的 生成 子 图 。 — 

于 图 中 共 些 顶点 可 以 是 弧 立 预 点 。 钢 如 ， 图 1.2(4) 所 示 图 G* 就 是 的 具有 一 个 孤立 贷 
ANTE. 


E 1.2 Rakes 
COBG; (HFA: (OTAG (dy ptio, 


REG EG'— (V', E') FACEIGLBUS, MARFA E VAD, V" 
中 每 个 顶点 都 是 E' pe AA. TE, CARET, EUR me TV RIC’, 
TAG BEM CAE RE" Lüge HU PR CR BR GB -F iT 8), iB WCE’. 


m, <E ASTRAY’ 十 VY 中 会 E' 所 有 边 庙 点 的 最 小 子 集 ， B.2(00) 81.20 BER 


? 
J 


子 网 G 3c G' BW). 2(0) 18 G Hio SAT A, ALADE om BGM AR ios 
sm. 

下 而 定义 顶点 -导出 子 余 。 

AV’ 是 图 G= (V, E)MRARVNER, MRE RENTS, HII CU, v) 属于 
E', KAKO AD AFV', MAGEE — CV", E! ) 就 岂 做 G 在 顶点 集 Y" 上 的 导出 子 
图 ( RATA GMO A-FAFE). CURAR ORO RO RTV', WA Ep ej AL v, 
和 为 端点 的 边 都 属于 E'。 注意， 在 这 种 情形 下 ，V' 完 全 确定 了 E' TAG? FE. M 

点 -导出 子 图 G' 一 (V'，E' ) 就 简 记 为 


ss i ds CV'>。 作 为 例子 ， 图 1.3 是 图 1.2(4) 图 GG 
的 项 点 -导出 子 图 ， 

. . 注意 ， 在 顶点 集 V' 上 的 顶点 -导出 子 

2 5 ey 


BC» WARE BERRAAT, W ii 


N 
^ E' IE SEE LUM AREY 中 。 
| 图 G 的 子 图 G' 叫做 G xp T SHEIK PB 
^ * z RAPA, WRG AARP, AREG 


Hons 图 1.200) 图 G 的 顶点 -导出 于 图 ~~ 
ia ia 的 其 它 任何 共有 性 质 P 的 子 图 的 真子 图 。 


图 CG 的 子 图 G' 叫 向 CHPRERPHADE A, MRO RRERP, AGHRE AT 
RPT AR BC RT. 

RY PRHE POSE 47 BU Ex ACA Be p FERE, 

Bii, EG=(V, E) 的 边 - 导 出 子 图 CE' > 的 顶点 集 Y' EV rix E" Bf LR ee) 
TR 5— H4, MA- TAV ORLE 是 E 的 所 有 端点 属于 V' 的 达 的 最 天 子 集 。 

接 下 来 ， 我 们 看 济 区 G 的 “ 片 ”( 1.4 节 ) AGHA “WE PE, XO GB ng 
村 (第 二 章 ) 是 6 的 最 小 “连通 ”生子 成 图 。 

FRX ANA. 

WG: (V, E') miis A IE G=(V, E)BIRHIE, “AME PRA (vu, v; 不 在 
Ex, MHS D Avo AGP RARN, MEMECH ERAGON. 81.448 出 了 一 -个 图 
和 它 的 补 图 。 另 -个 例子 ， 考 峙 1.5(Q) 所 示 图 G。 图 中 每 对 项 点 问 都 有 一 条 边 ， 所 以 如 的 补 
图 豆 中 的 任意 顶点 对 间 均 没有 边 ， 即 他 仅 包 含 孤 立 顶 点 ， 这 已 存 图 1.5(87 中 示 几 ， 

AG. (V', E') &lG- (V, E) MTA. GHTAG’= (V, E-E' ) mya’ 
HOPPE. Ain, WLP, FRAG SG' EG. 

"F8 00) CF ET AS IL 

BEREI T wie o] S; 

HERAHATASMHEBS b. AIPARMUN, SED —T AGUREBR. 

HEU Tex A, ERA AMURRANZABMKA, ABA. LRR 
Y SR TT PRR ACT. 

在 尾 意 六 个 质点 的 简单 图 中 ， CIT ug. mORILDTORdHASDOM. 


92 
% P s 
ial 
MT 
o 
"o0 IA 
40 Ory. 
b ei 
E 1.4 BREME ma. ARKH. 
«GONG; domG, Gaya. (ORG, AG, GHA. 


DFP ZR, WA LR S OP T Ri EUR: 

对 任意 六 个 顶点 的 简单 图 G，G 或 6 包含 了 三 个 相 邻 预 点 。 

为 了 证 明 这 个 结论 ， 可 如 下 进行 ; 

考察 六 个 质点 简单 图 @G 的 任意 顶点 2。 注 意 ， 如 果 了 在 G 中 不 与 三 个 顶点 相 邻 ， 那 么 它 
一 定 在 G 中 与 三 个 顶点 析 邻 。 不 类 一 般 狂 ， 可 假定 v 与 G 中 某 三 个 顶点 中 、2s 和 2 HAN. 
如 果 这 三 个 顶点 中 任意 两 个 在 G 中 相 邻 ， 比 如 是 Vv 和 V,， 那 么 ?，2, 和 v0, 在 G 中 就 是 相 邻 
的 ， 于 是 论断 得 证 ， 

如 里 w,、2: 和 全 三 个 顶点 在 G 中 任意 两 个 都 是 不 相 邻 的 ， 那 么 就 意味 着 p; VMV, TE 
GHEE PMSN, FE. HREM, v.. vo Ale, EG 中 BAGH, BK 
得 证 。 

1.3 通道、 轨迹、 路 径 和 回路 
图 如 = (V, p, BREMA ARERI Vo C, Vis Cry ons Verne € 


v. CURA RRA, By, fuv Rue ta, aiak, RZ, SUT ETA 
HARM? Vi, Va 0, € KO, VORGHHU, deidelk, SPASMS oun g 
MPARV SHAE, Vo, ULM ROS OB AVS AR, UC WU BUS TU BR IS RR RO TS A 
项 点， 注意 ， 通 道中 的 边 和 顶点 可 以 出 现 不 止 次 ， iğ 

道道 的 两 个 端点 不 加 时， 通道 是 开 的 ， 否 赠 是 闭 的 ， 

WRAL. CAG, PAV, er, Ve, Cx, Vs, Cs, Ue, Ca, Us, Cr. Ua, Ou, Ve dé 
JRR, WMC, Cy, Vs, Cs, Ve, Cr, Vs, 0, Va, 06, Vy ARABI. 

MET A aR A a, RP, PU AI, Be AP, uj 
MOAB. ERC, Oy, e, Pa ey Vr, Or Vs， eu V EHAE, WA, e, 
Dz, €, Vy, Cx, DE, Ve, Ca, Va, Cx, VEAD. 

当 开 轨迹 的 所 有 项 点 都 不 相同 时 ， 呆 化 路 径 ( 路 ) 。 

Ti] PL PLE A A AB d gp, MEA. 

fiim, ELp, EAU, €. Va Cs, VERE, IHE e, 6, Va Ea Ps, 
fo Va €, VERR. j 


£30 


Bog. AG 


如 果 图 G 中 有 含 某 条 边 的 回路 ， 则 这 条 边 就 叫做 同 路 边 否则， 这 条 边 就 叫做 非 回路 
xi. 图 1.6 中 ， 除 了 eis， 所 有 的 边 都 是 同 路 边 。 
ME ees i Se UA PK BE. lB BRK A Ded PE M 

WYER BAR TIED: 0 

1 路径 中 ， 每 个 不 是 端点 的 项 点 度数 等 于 2 ， 端 点 度数 等 于 1 。 

2. 回 路 中 ， 每 个 侦 点 的 度数 为 2， 即 偶 度 数 ， 这 个 命题 的 道 命 题 ， 即 每 个 顶点 都 具有 
但 度数 的 子 图 的 边 构成 回路 ， 是 不 正确 的 。 更 -- 般 前 回 题 在 第 三 章 讨 论 . 

SREP, DAKE TIA, WEE, WET OA, 
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LI 


1.4 图 的 过 通 性 和 片 


3€ xi v IE pi PAT RES, mus 

ku AS GE Té dEv,—v ih Fe, —— n" 一 个 顶点 与 它 本 
身 是 连通 的 。 

WHE PEM AZ EREE RRR, WAG GR D. 

fid. PELL. GRRR AY, 

BRAM IRG=(V,E), GRUT ARV A DRS WEY, v. ey V, 以 使 得 
顶点 -~ 导出 子 岁 《V 是 连通 的 ，i 二 1，2，*…，P， 且 也 集 V 中 的 硬 点 不 号 中 任何 项 点 连 
3E, jAi PEV OMG, 5-1, 2, «+, p. WARIH, ai ey 
A: HOHHAECHELER WREST AMAT. 

A, mi 7 的 图 对 是 不 连通 的 ， 它 能 四 个 片 的 顶点 此 分 别 [X (01 Us}, {01,05}, 
iv, v.v ELA (0. 


De 


E> ps 
| o 
?4 % ve "o 
Ga Gs u 


Bi RENG, G,, GG, HAG 


注意 ， 由 定义 ， 一 个 顶点 与 它 本 身 和 连通， 所 以 孤立 顶点 本 身 也 应 该 当 作 片 来 处 理 , 而 
入， 如 果 图 已 是 连通 的 ， 那 么 它 仅 有 一 个 与 其 本 身 相同 的 片 ， 
下 面 研究 连通 图 的 儿 个 性 质 ， \ 
定理 1.3 在 连通 图 中 ， 任 何 着 条 最 长 路 径 有 公共 顶点 。 
证 明 SRM AGH EMMA KBE PA P MAAR) Vus Un or, Uy 
BRP., HBOUEXQvL vi, UL ce. ORRE 
MEP WP MASH. DDOSEXRMEGE, BODDUTORT KOREA Cox 
jak), WELD, -oP JOP Bev, Flo; PRECIOS P APL E DE CRI. 路 
径 P,、P, 和 Po 示 于 图 1.8 中 , 9 — i 
i = 一 2 一 7 路径 已 ,的 长 度 
tit REP e R 
ti=0 v BP. S EHE 


+ &88VUMTAT AV, V,, o V, VuRV,UV,U--UV,-V, HERR) ith AVIV rm be 
那么 1Y Vas wi Vy} RV in3955r. 


1; =p; v PL WE 
1 一 路 径 已 .的 长 度 
路 径 P,,， 了 ,:，P. 和 也 ,也 在 图 1.8 中 示 出 。 注 总 ， 
t,+t,=t +t =GPRERRNEE 


Bi 【1.3 ARP, PAP, 


以 及 
t,>0 
不 失 一 般 性 ， 令 
t,t, 
以 及 
bat: 
以 使 得 


Ü GRUT 51: 44 
现在 可 以 证 明 ， PEP, PAP RMR TY 0i A CK ET, 十 tt ES + 
t, Wet, >>0， 这 与 所 十 加 基 G 中 最 长 路 径 的 长 底 和 矛盾 ， 
下 面 的 定理 是 非常 有 用 的 ， 在 下 章 的 讨论 中 经 常用 到 。 在 这 个 定理 以 及 本 书 的 其 它 定 
理 中 ， 当 我 们 很 明显 指 的 是 集 而 不 是 元 素 时 ， 就 把 {z} 简 记 为 x。 
定理 1.4 如果 图 G=《Y,E ) 是 连通 的 ， 那 么 在 其 中 移 去 一 条 回路 边 e 所 得 到 的 图 
G' — (V E—e ) 仍 是 连通 的 。 口 
号 定 埋 的 证 明 留 作 练 习 。 
1.5 图 的 运算 
木 节 介绍 几 种 图 的 运算 方法 。 前 三 种 是 属于 两 个 图 的 二 元 运算 ， 后 四 种 是 一 元 运算 
即 对 音 图 的 运算 ， 


ZUR ASAG, = (Vi E, ) AIG, = ( V,,E, ) E] AIG, AG, BFF ( 用 G, UGR) 
EAG,- (V, UV,,E,UE, ), WG KWEA REV, AV AOI, WC, HAREE, ME, 
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的 并 。 

例如 ， 在 图 1.9 中 ，G,、G; 以 及 它们 的 并 G AAHAS), (0), (ORR, 

AG MG X (HG OG, ER 是 图 G= (V,nV:,E,nE; )， 即 G, 的 项 点 集 
议和 包含 G, 和 G: 的 公共 顶点 ， 而 G, 的 边 集 仅 包含 G; ME WAIN. 

图 1.9(4)、(b) 的 图 G, 和 G, 的 交 ， 如 图 1,9( 由 所 未 ， 

AIG, WG, WHA (AG, OG. RR) EURE DE I SIEG. RAZ, G, 无 孤立 
顶点， 它 仪 含有 在 从 ,中 或 在 G; 中 而 不 是 两 者 都 在 的 边 。 图 1.9(a) 和 (b) 的 环 和 ， 如 图 1.9 
(CORT AS. 


(a) s 


Horne BRER JR X. PME 
«DmG,; HAG; «0G, UG,.; DG NG (OG BG 


£N. Lies 种 运算 是 符合 交换 律 的 ， 即 
^ G YG, =0, JG, 
G, AG =G, NG, 
G DG, =G, PG, 
TAE, ucue HE 二 元 的 ， ANTM SREB. GR, RBH Y 
显然 可 扩展 到 两 个 图 以 上 ; ` 
FERCA- TE. À : 
WARE Bv, EEG (VE ) 的 一 个 顶点 ， WG —vEUV-—voymutmGms 
出 六 图 ; FIG — v, 46 V. Grp AR DAR US RRM AR AR. 
WAR WRedéfqG- (VE) 的 一 条 边 ， 刚 G 一 e: 是 从 已 中 去 除 边 e; 后 所 得 的 子 图 ， 
应 注意 ， 边 ei 的 端点 并 不 从 台中 去 除 ， 
从 图 二 去 除 一 组 硕 点 或 一 组 边 ， 就 等 于 把 顶点 或 边 一 个 接 一 个 地 移 去 ， 
HRG, —(V^,E' d$ &|G — (V, E) ff — 4 +R, WG-G, RH EAG 一 (YY ,E-E"), 
G—G. MBG Te Gm et s. 
顶点 去 除 5H ERR T: 1881.10, 


"m i 


图 1.1n CHADIR E BORSA RREN 
WAG: CG- OG- [ei a}. 

THPAEMERRA—2R, STU LE E EERER. 

Si 合 一 ) HGB —X B vv, 短 接 ( 合 一 )》， 指 的 是 这 两 个 顶点 由 一 新 顶点 
(ot, Bao Aly, 关联 的 折 有 过 现 在 都 与 新 顶点 关联 ， 例 如 ， 将 图 I. 11C0) rp RR A 0. 各 
2, 短 接 后 ， 就 变 成 图 !.11(5)。 

Wwe ASME, TERA. BAG Bit — RPE RH 
Bi, NAGI. Bol, MOEHI.IICOO PRG Hate, 和 es， 就 避 得 到 图 1.11(c)。 
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[pa ,ao 


M 


3 
(rv 


tc} 


"i fz EE" 


2 


En AA ME HU ae 
(OBC, (bv, A fa E Ag IC. (Oe, Me, di UR REG 


L6 4 HB 


下 面 介 绍 图 论 中 经 常 出 现 的 几 种 特殊 图 。 

完全 图 是 每 对 硕 点 者 和 名 接 的 简单 几 ， 如 果 完 全 图 有 % 个 原点 ， 就 记 为 久 ,。 WAR, 
i, EGmn(n-1)/243. XAF, MERTE. 

BCHHAW RPA AAS RAT, AGRE. MRGHEUNNH, EG PET 
Wi uvüEÉEd(vo-r, WAG RI R-EM A, ALS ae ER, uS. Kat 
(7-1) -正则 图 

AIG= (VE) 是 二 分 的 ， 如 果 它 的 顶点 集合 了 可 以 划分 为 两 个 子 集 Y， 和 了 。， 以 全 
16 wR PERV, 中 ， 另 一 个 端点 在 Vs CVV) 叫做 G 的 :二 划分 。 
如 果 在 具有 二 划分 的 简单 二 分 图 GG 中 ， 若 人 ,有 宙 个 顶点 ，V ,有 个 顶点 ， 对 半 V, FAT 
T nv AV ;中 每 全 贷 点 2 池 存 在 一 条 边 ( ,5 ) ， 那 么 日 就 出 做 完全 二 分 图 ， 记 为 Kn,，。 

—A Este 5r EE, RT IL. A 


ENG- (VE) i, RURRBIVMA We TR V, V, oos Va FENG MS 
RW — POTEET, gH a O, 则 图 G Mi. 
Sk-PEGR- TAMA HI. ERU UUSERAE (Va Vus, Va), EIS 


il 


图 1,13 4- 下 则 图 


fd 1,12 EK, 


图 1.14 


SR: ORS CARE. 


m 


(a) 
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FAV NRO AV BRI HV (res, 1xr, sck) ZRECK 284 (Us v). 
完全 3- 分 图 示 于 图 1.15。 
1.7 天 点 和 可 分 图 


岁 G 有 有 顶点?,， 如 所 图 安 一 由 比 安 更 多 数目 的 片 组 成 ， 则 ,是 G HMA. MEGER 
通 的 ， 那 么 G 一 了 至少 包 会 两 个 片 ， 即 一 必 不 再 是 连通 的 。 根 据 这 个 定义 ， 孤立 顶点 不 是 
割 点 。 

如 果 一 个 图 仅 有 一 个 顶点 则 称 这 个 图 是 平凡 的 。 因 而 平凡 娘 没 有 庆 点 。 

不 可 分 图 是 不 含有 六 点 的 连通 图 。 其 它 所 有 的 狠 都 是 可 分 的 ， ( 注意 不 连通 图 是 可 
分 的 ) 


ib} 


Ei 可 分 图 及 其 块 
(aq mG; OGAR, 
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F1.16(00 BER EEG TSM, CHS PMY, VAV. 

"IA PEG RO REG MMAR A AE. 81.160) 所 未 可 分 图 G 的 快 ， 示 于 图 1.16 
HOT 

TF B (I ig 3848 CT rl SE A EM, 

定理 1.5. KOE Ae Een ATs mee 3r si 
fif p 4 Ru wee D. ， 

证 明 

DEE 因为 p 是 G 的 市 点 ， 内 定义 可 知 ,G--2 是 不 连通 的 ， 9d 是 G 一 ?的 一 ^J. 
VEC TLR, VÆV ,在 V 一 bv 中 的 补 集 ， 

UWE SA, uwikV op, wEV 中。 考察 中 任何 一 条 tt 一 包 路 径 ， 如 果 荐 点 0 
不 位 于 这 条 路 答 上 ， 凡 么 这 条 路 径 仍 在 G 一 ?中 ， 邑 tw 和 思 在 G 一 b 中 是 连通 移 。 然 而 ， 这 与 
4 和 lo 是 台 一 2 中 不 同 片 相 和 矛盾 。 于 是 ， 顶 点 位 于 每 条 & 一 人 2 路 径 上 。 

充分 性 ”如果 bv 位 于 每 条 tw 路径 上 ， 那 么 顶点 4 和 色 在 G 一 0 中 是 不 连 道 的 ， 于 是 ， 
WG AAEM. WW. EAT, VERA. 

仿照 定理 1.5， 可 给 出 下 述 可 分 图 欧 等 价 定义 ， 

连通 图 @ 是 可 分 的 ， 当 且 仅 当 G 中 存在 顶点 Z， 并 使 得 它 是 两 个 非 平凡 真子 图 CG, AC, 
的 哈 一 公共 顶点 ，G 和 G: 的 并 等 于 G， 

假定 图 G 是 可 分 的 ， 那么 C 的 所 有 项 点 都 可 能 是 割 点 吗 ? 正如 下 面 定理 要 访 明 的 那样 
回答 是 否定 的 。 

定理 1.6，. 每 个 非 平 儿 连通 图 全 少 包含 两 个 非 留 点 的 顶点 、 

证 明 i 

我 们 通过 对 图 的 顶点 数 的 归纳 来 证 明 这 个 定理 。 

定理 对 于 每 一 个 具有 两 个 顶点 的 连通 图 是 正确 的 ， 因 为 这 些 顶点 中 没有 割 点 。 

假设 定理 对 所 有 含有 少 于 %t 个 顶点 的 非 平 几 连 通 图 是 正确 的 ， 其 中 n> 2 。 令 G 是 合 
有 有史 个 标 点 的 连通 图 。 如 果 G 不 含 几 点 ， 定 理 即 可 得 证 。 

SM, VEGE, AG. Gr “是 图 Gv 的 k 个 片 、 如 果 任 何 Gy 是 平凡 的 ， 3 

LER- AT EARN Je C 

XGREHTEY LEG, AAABRUM, CER TAUEG RUN DUR Ros. SR. 
在 这 两 个 顶点 中 ， 和 如 果 某 一 个 不 与 G 中 b 相 邻 ， 那 么 这 个 顶点 就 不 是 G 的 荐 点 ， 另 一 方面 ， 
in By, 和 ?在 G 中 与 2 相 邻 ， 那 么 2 和 2 :就 都 不 是 G 的 割 点 。 

于是，G 一 2 的 每 个 片 至 少 含有 -个 不 是 G 的 割 点 揭 夭 点 。 因 此 ， 图 G 中 至 少 有 两 个 本 
是 项 点 的 顶点 。 ; N 


1.8. 同 构 和 2- 同 构 


图 1 ,17? 示 出 的 再 个 图 “看 起 来 ”是 不 同 的 .然而 ， 一 个 图 只 要 四 研 ， 再 看 上 去 就 和 另 
一 个 图 完全 一 样 。 所 以 ， 这 黄 个 图 在 一 定 意 义 上 是 “等 价 的 ”。 这 种 等 价 将 在 下 面 严格 叙 
述 ， 
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两 个 图 称 为 辐 构 的 ， ARES LA A SS BER ER, 外 
GAG WON WG, MG AMT AO. BU, IAG ALY, RSS ROSE TG. 
HDAV AD, WAG Woe Ev. WM AR, ENET HY, Ales by AH 边 ， 
LZR. mE 


1.17. AE 
(OMG; HG. 
根据 上 述 定 义 ， 图 1.17 的 两 个 图 是 同 构 的 。 它 们 的 顶点 集 和 边 集 分 别 对 应 如 下 : 
meus 
U,«— VU. VERVE, Vyeti 
V, U.€— 1X, 
边 对 应 
€,4— 0€,«—0;, E, tÊ, 
e, «—ei, €,4—»0,, Cae, 
C, ->e 
HK, SRA OAD Bro B BS v1 Ar E. SX PAR PRAE MR, Ri eE 
GARRY, Ar JA, SAL. SCOR RAB SIRI. 如果 我 们 
AEG, MARO LÆTA AR DRE, BEATA). 08 OO SiR ah EIA. 
MUAH, ML. ROMO RAH. FA, WEG MG ESRI A ARR NR 
icai. 
响 定 义 的 2~ 同 构 是 一 种 更 加 普遍 类 型 的 同 构 。 两 个 加 G, 和 G, 是 2- 向 构 的 ， 如 果皮 
goo. IB — FP IS EE, EENE ILS BI. 
1.48G, & Cok) Gata AR RT, RARE. 
2 WREDE, WAG, 含有 两 个 恰好 有 两 个 公共 顶点 2 Mo, WAG, TG, 


MAAN PARAL WEN RAPHE MRAPHRAERHR, ME NRA APE, 
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7 pcp) U 56D Fac Unam 
刘 -z Cl*T R 
wor ioc MAL QRS Cp? BIB eh ORO? "snp PN 
Bifgpm4-t stt: Rl 


im wi 


E WwW 
a 


e “a 
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那么 就 在 某 一 子 图 中 交换 这 两 个 项 点 的 名称 。〔 几何 上 ， 这 种 运算 等 价 于 以 公共 顶点 Di 和 
vh. "BET FIEGUONGUBAE-A. ) 

ARE. 189) MORAG, 和 G;。 在 G, 中 对 顶点 IERI R 操作 ， 并 在 顶点 
vs 和 v0, 上 进行 “翻转 ”操作 ， 就 得 到 图 ! .19(c) 所 示 图 G!。 在 G, 中 对 顶点 Vv; 进行“ 分裂 ” 
RA BIRLI DERA. GAGNA AENA, FEG 和 G: 是 2- 同 构 的 ， 

下 面 的 定理 给 出 了 2- 同 构 攻 的 重要 结论 。 | 

5381.7. ASG, 和 Gs, 是 2- 同 构 的 ， 当 且 仅 当 它 们 的 边 集 存在 一 一 对 应 关系， 并 
使 得 一 个 图 的 网 路 对 应 于 另 一 个 图 的 回路 . c) 

当 G ,和 G, 是 2- 同 构 的 ， 显 热 G, 的 回路 对 应 于 Ga 的 回路 。 然 而 ， 这 个 定理 的 逆 定 理 的 
证 明 相 当 宛 长 ， 所 以 不 在 此 讨论 ， 关 于 2- 同 构图 的 原始 文献 [1 .1] 讨 论 了 这 个 问题 。 


1.9° 进一步 阅读 
文献 [1.3] 和 [1.3j 是 本 韦 第 一 篇 中 所 涉及 到 的 几 个 专题 的 极 好 参考 文献 。 文献 1.2] 
还 讨论 了 超 图 积 拟 阵 。 文 献 [1.4] 是 一 本 文笔 流畅 的 教科 书 ,其 中 收集 了 许多 图 论 上 尚未 解 
决 的 问题 ， 文 献 [1.5J] 对 网 论 作 了 精彩 的 初步 介绍， 还 有 一 章 讨 论 拟 阵 ， 其 它 关 于 图 论 的 
教科 书 有 文献 [1.6]，[1,7] 和 [1.8]。 还 有 一 些 讨 论 到 如 计数 、 SEE SE ELE RUE XC du 
可 作为 参考 ， 这 些 将 在 相应 党 小 提 及 。 


1-10 3] 题 


nO 图 G 有 名 个 顶点 和 识 条 边 ， 且 每 个 顶点 的 度 涩 是 或 二 1。 求证: MACHT 顶点 的 度数 是 
k, n, LSE RY 1, = (KE 1)n-—2m, 

1.2 VERI T URRERSS, 
(a) 任何 两 条 连接 两 个 项 点 的 不 同 闭 通 道 的 请 包含 了 一 个 同 路 。 
(by (EP MAREN RAM AMAR eT — IRE. 

1.3 在 图 C 申 ， 如 果 任意 机 个 项 点 G 和 b， ALAR TT OAC HE Le EMG, WAEN: a 

和 c 之 间 必 存 在 一 条 路 径 

AP AP ABC AAMAS ARRAN. W: POP AMAT. 

TE WS: -条 所 有 优点 度数 都 是 2 的 闭合 轨迹 是 … 个 回路 。 

EN: MREWGHAWERMA RAAT We, MaGh HE— TOR GLA Xe PF BR 

HE: AFG) S RM IEAUSIG, Dp fe Ie SK HA, HEWLETT K EE > 

为 十 LLB, REKS 2a 

1.8 H: EG- (V, E) 是 连通 的 ， 当 且 仅 对 于 Y 的 每 一 个 划分 (V，,Y，) ， 立 ,和 Y uses X 
G 中 必 存 在 一 条 边 连 接 Y ,由 的 一 个 贰 点 和 V, 中 的 一 个 顶点 。 

1.8 AM: 具有 ?个 硕 点 各 k 个 片 的 简单 图 至 多 有 (RW 一 KR)CR 一 上 十 1)/2 条 边 。 从 这 个 结论 可 以 谁 晓 出 ， 
如 果 G 的 边 超过 (7 一 (Cn -2)/2 条 ， 则 它 一 定 是 志明 前 。 

1.10 WEH: 如 果 疼 G ( 连通 或 非 连 通 的 ) TARR, NORE AER RTA 
的 路 径 。 

i arn GRP AG RARE MM, MERAC Rie ae, 

.12 WRCRAANT RA. MENA, m<n-i, EH: GEREN. 


a o ee d 
" ` " " 
o C) Cs a 


=~ — 
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E 
i 
ec 


AGHA. MR, men, WAR: GAARA UY, 

WH: RAT DAA, NEGO (QU DS, Re, 

iM: BARAT OA 8T AR EE C18 PEINT RO BEIC AL 

1A, mREG-(V, EAA, HAREM, MRR, BAGH EM BE, 


, v. w, ER Cu, vo ih Co, w) AEP, Wu, w) RHE, 


=- 
sp 
mm 


— = 
ho MN 
> w 


-— 


:26 


A 
Qt 
ea 


1.22 


i8 


MEM AUAVEGH RE MM, Mu 和 ?2 间 的 PRA uO, ips cO c), n 
Ru. TEENE, BARE RAC, v) 为 无 穷 大 。G 的 直 乱 是 G 中 再 个 顶点 同 距离 的 最 
Ri EW: MRGWABAT 3 ， 那 么 如 的 直径 就 小 于 3 。 

图 对 的 用 长 是 人 中 最 短 加 路 的 长 度 。 如 果 分 中 无 四 路， 就 定义 作 的 半 长 为 无 NX. EH: MK 
为 4 的 -正则 图， 至 少 有 2 个 顶点 。 

MRAGH 自 3b B9, MRE TIGA, GB: 自 补 图 的 项 点 数 一 定 十 4k oak + 
式 ， 大 是 整数 。 l 

证 明 ，m 个 项 点 欧 简单 图 ， 当 它 的 边 数 超过 ?474， 就 是 不 可 二 分 的 。 

证 明了 图 是 盖 分 的 ， 当 日 仅 当 它 的 所 有 回路 长 度 是个 数 。 

HARRIN 【 > 3.)》 个 标点、 无 三 角形 的 简单 立方 图 。 

Hs -EMOR MCLE, SHIA KB 3 的 回路 。 

EM: Wk EMG, Sua oie GRIS, 

EA: AMAR n > 3 AGH FREES (LIU. 

《ay 人 是 不 可 分 的 。 

Cb) GST BIT TUSCE RD — AERE ke 

CE 对 寺 G 中 每 个 顶点 2 和 每 条 边 & ， 总 存在 一 个 包含 % 和 @ 的 回路 。 

(d 1) 的 每 两 条 边 在 同 … 回 路 上 。 

(8 ) 给 定 站 的 两 个 顶点 和 一 条 地， 必 有 一 条 连接 这 两 个 顶点 ， 并 包 售 这 条 迅 的 路 径 。 

5 了) 对 十 @ 的 竺 三 个 不 同 项 点 ， 必 存在 一 条 连接 任意 两 个 项 点， 并 通过 第 三 个 顶点 的 有 路径。 
(2) 对 于 从 的 每 宇 个 不 同 硕 点 ， 宕 让 一 条 连接 任意 两 个 项 点 、 并 不 通过 第 三 个 全 点 的 路 社 。 
iE; 如 果 没 有 偶数 长 典 的 周 路 ， 那 么 GG 的 每 个 块 不 是 太 !,， 就 是 下 ,或 奇数 长 度 的 回路 。 
AEST. 深 通 图 鞭 不 是 一 个 块 ， 就 是 包 合 具有 一个 相 周 顶点 的 两 个 或 更 多 的 块 。 用 DC) RAG 
=(VY， 巨 ) 中 包含 质点 2 的 块 的 数目 。 证 明 ， 图 台中 块 的 数 马 等 于 PHE, cr, pi Gb 
HERA. 

ScBRABKPEHACRAAK, RACHMAMC(G)HEKABY 


c(G)-1- Z [(c(B)-1) 
Ex T1 


HGH 桥 Re, RBG- e 出马 有 更 多 的 片 。 证 明 下 列 性 质 ; 
(Ca ) VREIG M Me At, MARYAM. W, Mee KR U—wMEE, 
CU) EGRE GEB, SED TTE E, 
图 1.20 所 示 图 是 否 同 构 ? 为 什么 ? l 
wA: 图 1,21 的 两 个 图 不 同 档 。 
i E BUR UMOR 3 和 4 MER A n 
dS m UEMPIERHAEDS VIS, MER a 
WO: EBSA RT, GO DUAE NOS X; 2 的 简单 连通 图 是 同 鬼 的 。 
| 


1.1 


B il 
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A-F A NRO 


AMS SB PARR RY. EM, AR, WE 
REGAN. MREBRLERN. RAS BAT BU HE RC RASHES. 
XC FEST ERU. KRRAABWMRURILPSENARWAR, FABRE 
4) 3 ELSE RA. 


2.1 树 、 生 成 树 和 补 生成 树 
如 果 一 个 图 没有 回路 ， 那 么 就 说 它 是 无 环 的 。 树 是 连通 无 环 图 。 图 所 的 树 是 避 的 一 个 


连通 无 环 子 图 。 图 的 生成 树 是 具有 G 的 全 部 顶点 的 硅 ， 衬 了 的 连通 子 图 叫做 卫 的 子 树 。 
例如 ， 考 察 图 2.1 Ca) RAG, 图 5.1 (中 的 图 G, 和 Gs 是 G 的 了 个 树 。 图 2.1(c》 
HREAG HG 是 G 的 页 个 生成 树 ， 
图 G 的 生成 树 T 的 补 生成 树 T* 是 G 的 子 图 ， 它 具有 局 的 全 部 顶点 以 及 那些 没有 包括 
在 T 中 的 所 有 边 ， 注 意 ， 一 个 补 生成 衬 可 以 是 不 连通 的 ， B2. LCCPPIUAE M B) G, 和 G, 的 
AREHUEGTAICT, dg2.l(d) Bra. 
ERRET OST UE, IERA T I ic Scot 
"BUR T ME MET CME RAT. lt, SDETUEDR UTM REX. 
ME WHY AA Ue BE SLE, 
MEL NEMA, HUNMERUE LR AA, (ERA RAR HE TL 
价 方法 下面 的 定理 将 讨论 这 些 方法 ， 
定理 ?2.1 对 具有 nn 个 顶点 、m 条 边 的 图 晶 来 说 ， 下 面 的 论点 是 等 价 的 ， 
1. 名 是 一 个 树 。 l 
2. Gf Ei AMEZ MR EEA. 
3 GEM, Amani, 
4.GRA4M, Hm-n-1, 
5. CREAN, TUR GELESTST dERABID UR i RUA, BARMAN 
图 恰好 具有 一 个 四 路 ， 
证 明 BEEN 
(1-2 见习 题 1. 2b, 
2-33 首先 注意 到 ， 招 为 在 G 的 任意 两 个 项 点 之 间 存 在 一 条 ME. HOCH E 
道 的 ， 
我 们 通过 对 G 的 低 点 数 进行 归 纳 来 证 明 mon), WEAR PRA 
A, KERRY. RENT DT AP MARR, EAM. 
TEGERE. We WAT e PMR. B E G-E, e 
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b sy 


2] 


i 


图 2.] tt, AER Mahe 
(MMG HGWAG, AG, (OCHERKG, AG, (HG NOEEIERGT fi GT 


2 


BON ARIA. Ge 就 是 不 连通 的 。 进 而 图 G 一 8 应 该 恰好 包含 两 个 连通 
K. JUI Ter 2 AR, 
4G, MG EG— eR Wi TEBUE. 4n Rm, dp Gir BUR SCHULE. 同样 ， 令 Pa 
Pim AEG BON SUCRE, PUE, RNA 
i N= 二 -32 
zu 
TO» 一 =M, +™m,+1 
注意 G, 和 G, 满 足 沦 点 2 的 假设 ， et te noe 因为 
,< 和 nn,<n， 由 时 纳 法 假设 ， 
Te =, 一 ] X 
和 a OS 
TR.--7.—1 
因此 
M=t,~147,—-141=n—-1 
3 一 >4 4[GESSEG, NG,-G, 

BUEGC AREE ES. HUSBERLG dU EGER UB ZI C 比如 e, ) 后 所 产生 的 图 为 G，， 
WIG,-G,—e, WAG REHAB, AER 1.4 可 得 ， ,也 是 连通 的 ， 并 且 信 及 ,的 全 
部 多 个 顶点 ;而且 G, 的 边 数 等 于 一 1 

如 时 G, 不 是 扎 环 的 ， 令 e, 是 G, 的 一 条 癌 路 边 ， 则 图 ,二 G, —e, G,—e, 一 es 也 应 该 
REG, HAAG MER TWA, MAGAM- 240. WRG KRERN, HHL 
RID HAPU—-TARMERAG WIL. RM, Goan SA fm 283i. 

因为 Gi 大 连通 各 无 环 的 ， 所 以 它 必然 是 - -个 料 。 因 而 根据 本 定理 的 上 述 论 点 得 出 

. m—p=n—] 

因为 由 假设 局 =% 一 1， 可 得 P=0。 因 此 图 = 如, 是 无 环 的 。 

4—55 EG, G, =, G RGN PTH, fom AE SEREROIGB G, 中 的 顶 
REAM. HA 


it 


Ma, HM, H Hy 
- 
m-ndndern, 
每 个 连通 片 G, 是 连通 的 。 因 为 如 是 无 环 的 ， 所 以 G 也 是 无 环 的 。 由 此 得 出 G 是 一 个 
P. Hn. REPERA, 
m=], 对 于 所 有 IS isp 
因此 得 到 
m= Em- n= =n~p 


根据 假设 
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M. vii 43 8 
pri 

这 样 台 恰好 含有 二 个 连通 并 ， 因 紫 忆 是 连 题 的 。 又 由 台 是 无 环 的 ， 所 以 G 是 一 个 树 。 
邳 么 根据 本 定理 论点 2 ， 在 G 的 任何 两 个 相 异 顶点 之 间 恰 好 存在 一 条 路 。 因 此 ， 如 果 对 G 
圳 上 一 条 边 e= (De, v, WAR Sv Aly IRE He AREA E ER o 
形成 一 个 向 路 。 

E PECAN, SLAF OHKALMN PHERNTRAY Ave W 
4 v. flle ZG HSE T BY. 

因为 G 中 v6。 和 v5 间 没 有 路 ， 所 以 在 G 上 加 一 条 边 (?， e) 也 不 会 产生 回路 ， 候 是 ， 这 
SMITA. AGRA ENB RARE. BOG BEM. Q 

VUE GUT, MUREL AMR HB 

CLM BAM 1 到 5 的 每 一 条 中 ， 都 消 楚 地 表达 了 图 GG 是 村 的 充 要 条 件 。 此 定理 
KERRAK, : 

推论 2.1.1 考虑 只 ,用 个 天 点 图 的 子 图 G', RO RR IUIUS fh, Wh 
下 而 的 论点 是 等 价 的 ; 

1.G" 是 所 的 生成 树 ， 

2.06" AY EEE OR PL EHE -条 路 径 。 

j.G' X pili, Hm'-n-l.. . | 

4.G' & 353616, Hm =ni, : EE 

5.G' 是 无 环 的 ， 如 果 G' 的 任何 两 个 非 相信 顶点 被 条 边 连 接 起 来 那么 它 质 产生 的 

图 恰好 具有 一 个 回路 。 . Ó 
ELRELPRAARARSRT RTA, SMT. 


推 沦 2.1;2 n UUREEGES TAG JE G f — 个 生成 树 ， 当 且 仅 当 G' 是 无 环 的 、 连 通 一 


的 、 Bn Lih. 口 
HAMBRE, nA REGH— 个 于 图 具有 下 面 性 质 中 的 任意 二 :条 ， 它 就 应 是 G 的 一 个 
ERB- E 
LERNIA 2, CREAM. 
eee Coa +) 0 4, 它 是 无 环 的 。 
Pik Sod gk HE -个 间 题 ,为 了 确定 一 个 生成 树 , RI A 
BOR EAE A, FRA RAL, ( 也 可 参见 习题 2.3 ) ^ 
ER? AAAG NETR RGN— 个 生成 树 ， 当 且 仪 当 G 是 无 环 的 ， 县 
有 1 一 1 条 过 ， 
证 明 
必要 性 可 根据 定 理 2。 HEA ATH, 
为 了 证 明 充 分 性 ， 我 们 必须 证 曙 G' 是 连通 的 ， BRAGA m 4 BUR. 
WG'iPAANAG, Ge c, GAR. Ane AG ETA, Sn’ WG 
中 的 顶点 数 ， 那 么 y 
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vas n; 
每 个 G, 是 连通 的 ， 因 为 G 是 无 环 的 ， 则 每 个 G 也 是 无 环 的 。 BRETGE-TH, H 
有 一 1 条 边 。 因 此 G' 中 边 的 总 数 等 于 
È= =p 


但 根据 假设 n'—p-n—i 
Wyn’ <nfilp>1, &ALELTGÉESS, SAW 4n'=nflp=1, 这样 G' 是 连 


22K, BAN PHOS, AAG hE. MEX, G "是 G 的 一 个 生成 树 。 


BECÉÓ-HBUENBR T. RAGHTHTEEMN. HAGHARHA MAC WH 
该 是 连通 的 ， 基 次， 我 们 希望 证 明 这 个 结论 的 送 ， 即 一 个 连通 则 至 少 有 一 个 生成 树 ， 

如 果 一 个 连通 图 是 无 环 的 ， 那 么 它 就 是 自 鼻 的 生成 树 。 恕 果 不 是 ， 则 令 e: 是 G 的 某 
^A. BELA, BIG, 二 G 一 e, 仍 是 连通 的 ， 且 有 人 G 的 全 部 顶点 。 如 果 G, 不 是 无 环 . 
的 ， 重 复 上 述 过 程 ， 直 到 我 们 得 到 -… 个 连 赴 无 环 图 Gu、 且 有 台 的 全 部 顶点 为 止 ， 那 时 图 
全 ,就 将 是 操 的 一 个 生成 树 。 

下 一 个 定理 概括 了 上 两 讨 论 的 结 

X32 图 如 是 连通 的 ， 当 用 仅 当 它 有 一 个 生成 树 。 e 

内 为 图 @G 的 生成 糙 卫 是 无 环 的 ,所 以 每 一 个 了 的 子 图 都 是 台 的 一 个 无 环 子 图 。 那 么 是 否 
GHETKAFARECHRTER AMT ER ? 回答 是 肯定 前 ,这 在 下 一 定理 中 将 要 证 时 。 

定理 2.4 连通 图 名 的 子 图 G EGET METTE, SBR RAMA. 

ug 

必要 性 是 显然 的 。 

”为 了 证 明 充 分 性 ， 令 全 为 图 避 的 一 个 生成 树 。 考 察 图 GG 一 了 UG 。 咒 然 ，G' 是 G ,的 
一 个 子 图 ， 因 为 TT 是 G, 的 一 个 子 册 ， 则 GG 大 连通 的 ， 上 且 有 GG 的 全 部 顶点 . MRG 是 无 环 
的 ， 那 么 它 就 是 一 个 生成 机， 人 就 是 G; 的 一 个 于 图 ， 定 理 得 证 。( 注意 ， 如 果 G, BIR 
f. HG,-T, RAG 就 是 全 的 一 个 子 图 ) 。 

假定 G, 有 一 个 加 路 CC,。 AAG 是 无 环 的 ， 由 此 可 知 ， Ci 的 全 部 边 并 不 都 存 口 ' 中， 
这 样 ，C, 一 定 至 少 有 一 条 边 ( Re, ) 不 在 G' 中 。 从 G: 中 移 走 这 条 回路 边 e; ， 使 产生 了 
mG,—-G,—e,, GERREK, HAAG, 的 全 部 项 点 。 注意 ，G 是 G ,的 一 个 子 图 .如 
&G, HM, NG RERS RAVER BS. 如 果 不 是 ， 重复 这 个 过 程 ， a 个 生 
RA, HEG 是 它 的 一 个 子 图 为 止 。 Ci, 

FRE 个 关于 悬挂 顶点 { 即 梯 中 度 湛 为 1 的 项 点 ) MORHSTNEN. 

定理 2.5 “在 非 平凡 树 中 ， 至 少 存在 两 个 悬挂 顶点 。 

TA RE-RATA nA, BARBER, CAN- lM. HEM.. 
我 们 又 有 moe | | a" 

= dio) ~=2xT 中 的 边 数 
这 样 
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d(v,)-d(v,)-- 4 d(v,) = 20-2 
AAS ERT ROR EL, HT AEA, HEE 
mis. | 口 


2.2 K- 树 、 生 成 *- 树 和 林 


一 个 K- 树 是 由 天 个 连通 片 组 成 的 无 环 图 显然 ，K- 树 的 每 个 连 遂 片 本 身 就 是 一 个 机 。 
注意 ，1~ 树 和 和 树 是 等 疝 的 。 
MRAR ERGERT, WACAN RE G ER kA. 


NA 


例如 ， 副 2.2(b HARER. a ) 中 所 示 图 避 的 一 个 2~ 树 ，G 的 生成 3- 树 于 和 所 对 
应 的 补 生 成 3- 树 T* 示 于 图 2.2Cc) 和 (cd )。 | 

Ra RAG AER BMAD Ic 1 SORA AEAT, Ta +, Tieton. mg n, ET HH 
AK, BS l 


o ?> DY 0——————— 3 


il {b} 
Tu "P NONE vz *, r 93 
a 
t oe atte MÀ Pa 9a », 
! 

o 

L^ 2075 

fel i fa) 


moa kp, SRK eon th a Ec SOUS UON 
COAG: CLOGS — 2-35 COGIT ARRS-M T; Cd MARS AT, 
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n-n, 4n, 4- n, 
RTT AM. MEEMI 有 
: T -—n-—l 

其 fm 是 Ti 中 的 边 数 。 | 

A, AR AT RB 

. > m;= Èm- =n-k 

MENEGAK. RA Ae RAG Hm ne E, 

8G iJ — T G RTE RRA, XXE KC 是 G 的 连通 片 数 ， 


MRECAPMEEN, RANGMEME RES BED P. AGH —TATE - 


:= PREG A- UE RUE- RB, WTHR SPS A GSR RE IS ORA, 3X 


H, 有 了 个 连通 片 G,, G,, very G, WAG H~-PHRT h PERK T;, T;, H^ 了 ,组 . 


JR, SPT AGM EXON, ISIP. 


vy, Va vs 
o 
7 
9; vy M1 ; 
ta} 
dy. 0*7 Pa X 
D LZ t 8 
| Ti 
? v, 
9 e T A " 
{bl 
" ; P 
"i T4 Ys Va 9 
e ` 9 
un 
MÀ —DÓ - M 
. y. f, 7 n 
9; 3 4 
ic! 
B 2.8 d Rd 


004, CORGSCOOGBRRT: CONTR 
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PICK -TAT ATT EG 的 全 成 子 图 ， 它 答 好 包含 了 那些 不 在 T 中 的 边 ， 
HE, HOMIE, RODA: RE SOR. 
— ^ eS BST 和 对 应 的 补 林 T* 示 于 图 2.3。 i 
2.8 秩 和 零度 
RAMS, NWA EMR MRIG. Gia SOT R-k, WAAG) 
CHERELNFEM—n+k, BAGO. BE 07 
NG) +p(G)=m 
HAR RUA E SCT AI, 图 G 的 秩 ACG) 等 于 G 的 林 的 边 数 ， 而 G 的 零度 AKCG) 等 于 和 
(8) eh PAL 
泊 AKCG) 和 HG) 是 些 与 图 有 关 的 最 重要 的 数 昌 。 在 第 四 章 将 看 到 ， &(G) A CRER 
了 图 的 制 集 和 回路 子 空间 的 维 数 。 


| 2.4 基本 回路 
SREMNG HERAT. 令 T 了 的 树 被 用 b bn e. hai 表示 ， 工 的 连 支 用 


2d BONXEERA 
(20H G: CbOGIEEUE I Ts CCOMXET TIBI GEI 5 TEAM Fe CHOR EYE ED, 
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Cy, €, cs Caan RAR, Hepmie imd n Gies Sr. 

TREN, REE., BITUCAAAPALA -MARC XXI FUR LEE C, AUT PAD 
— wen i nk, Hom BORED HE cA Se PRC AR TE 
BUST ARC, MAE EB l 

iuxta NTR. GR Bm IPERE C, Ca, Cpa: 的 集 称 
AUGAN TT MERAH. 

基本 回路 C, 的 -个 重要 特征 是 ， 它 怡 好 包 食 了 一 个 车， 即 纺 c.， 此 外 ， 了 弦 ci 不 出 现在 
相对 于 了 的 其 它 基本 回路 中 。 由 于 这 此 性质 ， 没 有 -个 基本 回路 的 边 集 能 够 表示 为 某 些 或 
余部 其 他 的 基本 回路 边 集 的 环 和 和， 在 第 四 章 将 证 明 ， 图 GG 的 每 个 回路 都 能 够 表示 为 对 如 的 
SA BUE TUN GO EE A RRR, EFES, “Ro cH: 
称呼。 

图 所 和 后 前 基本 回路 集 示 于 图 2.4。 


2.5 H 集 
X WIE GONE S GI THRUIASS, BAGHBLS, GAREA, WAG- S 
是 不 连通 的 。 0 | 
例如 ， 考 察 图 2.5( a ) 所 示 图 GG 的 边 子 集 5, — ler, 1, Cr, Cod. 若 从 好 中 移 走 S，， 
就 产生 了 图 2.5( b ) 中 的 图 G1 一 G 一 S,， 人 Q, 是 不 连通 的 。 此 外 ， 移 走 S, 中 任何 真子 集 ， 不 
能 使 G 不 连通 ， 这 样 S, 就 是 G 的 一 个 割 集 。 
BRA-TBS.=(e1, Cr, es, Cr, 06. 图 2.5( c ) 所 示 的 图 是 不 连通 的 。 然 而， 


e 


1 


B3 


e. FS 
2 o 
ts 
ta 
tel 
(a) 
t. 
3 
e v e] 
3 
" n 5 2i 29 
é ^u 
s 
z és fe Ea 
2, 7 
[A Ps ea C] LA ts 19 % 
tc) (a) 


E25 WME SH AH 
C28G; (b)G,=G-S,, SI 一 {eiy £j, €, Crs dy 
《5 ) 人 一 他 一 有 8 一 ee Crs Car Ore er (306, -G- 51, Si-1e6, Par 85, Prha 
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m ts eu CES ATR, UTE HOT EM. HG =G-S RFA 
.5( d )。 这 样 ，S, 就 下 是 加 的 一 个 逢 集 。 
注意 ， 根 据 上 面 给 出 的 制 全 定义 ， 如 果 S 是 图 G 的 一 个 币 集 ， 那么 G 的 秩 和 G 一 sis 
秩 至 少 相差 1 NAGI)-R(G-S)1, 
文献 [2.1] 定 义 的 割 集 如 下 ， 
连通 图 @G 的 一 全 割 集 S E GIS— ARAR, DUREE S 就 使 G 恰 好 分 成 两 个 连通 
(Hs EPCG) — P(G—S)-1, 
现在 要 间 ， 这 两 个 制 集 定义 是 否 是 等 从 的 回答 是 “是 ， 它 的 证 明 留 作 练习 ( 习 
EREDI : 
26 9) # 
MERE RUS, com C EURO, 
AH — 3l UR V MEO. SV RV RAEI VITRE V = 
V, UV:， 即 V, 和 V, 没 有 公共 顶点 ， 有 日 合 起 来 包含 了 V 的 所 有 顶点 。 子 是，G 中 那些 … 个 
端点 在 V ,中 ， 另 一 个 端点 在 V ,中 的 所 有 志 构 成 的 集 S 帅 做 G 的 一 个 切割 ， 通 常 记 为 《V,， 
Vo. 文献 [2.2] 把 切割 称 为 se8( HARV NEA) 。 
pm, DTPd2.6EDARHE)G, 3EA& V, (V,, Uy, Vs, VIRV,={v,, Vs, Vr}, BM 
么 G 的 切割 <Y ,, VONCPMMEIe, er, est. 
注意 ，G 的 切割 <V,，V:> 是 G 的 最 小 边 集 ， 若 移 去 切 制 (V,，V ,》 就 把 G 分 为 两 个 图 
GMG, NAG, HG REMARK AV LOG STA. CONG, 可 能 是 不 丹 通 的 ， 


2 
" Cm oos MATES 
CAG: cboGi gm cV. Vo. 
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MERG AGREE, WAV, Vou EIU 2 BUT XE BU SCIL AR. 
TH. Bie! X, (V. VAG PRE, 

REST CM T 4S, Vs AV ,分别 是 G_S 的 两 个 连通 片 G, 和 G， WEAK, 那么 
Spa 3g«V,, V. 

iH, RNAT bie. 

定理 2.6 1. SEHR C XE RC AR V AV, morem WG N 
V, VoR&GImS—T 8s. 

. 2. 车 S 是 连通 图 G 的 一 THR, V, RY C-SI HERI HIAR, 那么 S=(Y ， 
V, 门 

{CE MACH, MAUR V, Voix TGRI— T 88, AAMGEHEEYV,V>, 
WM GAB, YKE, RNB. AGH TG E c) Sig HF 
— SÉ. XE FIEL ESL BEHUEBE XR IX — x 

定理 2.7 HAAG- ei ln ine 4 r1 

SABE RE, PERE C 习题 2.19 ) . 

FESR S WAY HWA. n——— V—vo. FP ERE 
Xj, RHIEGOAATTH, TORE, GXXPPTCTEDPBOCE A v, 的 于 图 是 连通 
K. m5—4 PHERGXEBURSV—v, LWCOHSIFAG’. Bik, Wie, Vro iE 

一 个 制 集 ， 当 且 仅 当 G' BRM. AW, TEER, ey ? 节 )。 这 
ERIA FAEM. E p 

定理 2,8 EERO HS N A URL IS T HR TIT vREG Ht 

8 A. Ci 


oo 


~ 


国 2.7 gio. WD. 
(ORG, DOWER {Vs 0. Uu By, Us Us, va ) EGH BHT M. 
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酌 如 考察 图 2. TORRETA E G. v, A G AA. PETAR = (0, 
Vy, Da Vs, U,, Vy, V.) EGHEN FARRER 2.700. SAPE B T OR LS, 
TOR EROR. EU NIS ERE RESCUE AORGIS — e NR. 


2-7 “AR HK 


在 2.4 节 中 已 经 说 明了 ， 如 何 利 用 连通 图 的 一 €— A 在 本 
W, REDDANT IETBCE GE ORE ACA. ， 
SREMEGH~ TERT. SONTH—-TRX. GRE, RMTR READS SITE 


Bi 2.8 EHE SERI B C) HG OGHE MH: A ETH LEWES AM: OMT 
Xed Xm CONTR KE Mee We eto ke WER, 


3k 


MT AT. ER. TAT ROMA. SV AV RET ALT, 的 顶点 集 ，V, 和 
V, 合 起 来 包含 了 G 的 所 有 顶点 . 

iG, RIG, 2 9L EU RV, RV, 上 G 的 导出 子 图 .显而易见 ,Ti 和 T, 分 别 是 G, 和 G-。 的 
生成 树 。 因此， 根据 定理 2.3，G, 和 和 G: 是 连通 的 。 这 肯 次 证 明了 { 定 理 2.6) WAV, 

Vo BRGH THR. XP MRRN HOT GINE RETO Aba GM AMR. HH 
FGA RAT HN ITE SR 1 A RARE 

E, NEV, VOPAT- AAE, THRO, WV, Vom 
BETHEX, RV, VORERT ET MEM RAB. kih WORE 
现在 相对 于 和 的 任何 其 他 基本 割 集中 。 由 于 这 些 性 质 ， 没有 一 个 基本 割 集 的 边 集 能 够 用 某 
些 或 全 部 其 他 基本 割 集 的 环 和 来 表示 。 在 第 四 章 中 ， WERNA HE 割 集 都 能 够 用 相对 
于 G 的 生成 构 T 而 言 的 G 的 某 此 基本 市 集 的 环 和 来 表示 。 

图 G 以 及 它 的 基本 割 集 集合 示 于 图 2.8。 


2.8 .生成 树 、 回路 和 齐集 . 


本 节 将 讨论 分 别 与 生成 情 和 补 生 成 树 相 联 系 的 角 集 和 回路 的 一 些 有 趣 结果 。 这 此 结 果 
将 显示 出 回路 和 割 集 的 对 侦 性 质 ， 也 将 推出 另 一 种 分 别 用 生成 符 和 补 生成 袖 来 描述 便 集 和 
四 路 的 性 质 的 方法 ， 

“很 蝇 然 ， 从 连通 图 G 中 移 走 割 集 S， 这 就 破坏 了 G 的 所 有 生成 树 。 MME RKRN 
解 ， 割 集 是 一 个 最 小 边 集 ， 若 内 人 中 移 走 这 个 边 集 就 破 环 了 G 的 所 有 生成 树 。 但 是 这 个 结 
果 的 逆 并 非 如 此 明显 。 本 节 的 最 初 几 个 定理 将 讨论 这 些 疗 题 ， 以 及 与 同 路 有 有 关 的 类 人 
问题 

32.9 HERON- Bache MERRNI. 

证 明 

BULGHIBA STRA GIC ERM TORE, MARG—SHOAERMT. 内- 
此 ， 根 据 定理 2.3，G- 一 8 是 连通 的 。 但 这 与 8' GSU UR, z 

定理 2.10 OEC PUB, S EGO RE VIAE ROREM R. 

证 明 

假定 G 的 回路 C 不 包含 G 的 生成 本 7 的 补 生成 树 T* 的 边 。 那 么 图 G 一 T* 将 包含 回路 C， 
因为 G 一 7* 和 生成 树 了 是 一 梯 的 ,这 样 就 意味 着 生成 树 T 包 仿 一 个 加 路 。 但 这 与 生成 大 的 定 
XET. 口 

UII DARE AE SAGE MR, URH SANRA, Vol 
集 SPUR GIU ROI HE. 

证 明 | 

必要 性 如 果 G 的 边 集 S 是 G 的 一 个 闻 集 ， 那 么 由 定理 2.9 可 知 ,S 至少 包 仿 G 的 每 个 
生成 树 的 一 个 树 支 。 若 S 不 是 这 样 的 最 小 边 集 ， 则 S 的 真子 集 8' 将 包含 G 的 每 个 生成 树 的 一 
个 机 支那 么 G 一 S' 将 不 包含 G 的 生成 树 ， 它 将 是 不 连通 的 。 因 此 ， 移 走 G 的 制 信 S 的 一 个 
真子 集 ， 将 使 G 不 连通 。 但 这 与 割 集 抽 主义 相 开 盾 。 因 此 必要 性 得 证 。 
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Tt: WRSREPASOMRTERMN THEME DUR, BAR GSH 
不 包含 生成 树 ， 因 此 它 将 荐 不 连通 的 。 假 定 S 不 是 ~- 个 市 集 ， 那 和 8 的 真子 集 S' 将 是 一 个 
制 梨 。 六 此 ， 根 据 本 定理 的 必要 性 部 分 ，&S' 将 是 至 少 包 含 G 的 每 个 生成 衬 的 一 个 树 支 的 最 
dh. (X SESS GI BET E RUBER — 1 RE SUINSU AERE HR. " 

Ei E SE UR CB ACRES T E AERE, TEUER LR S HCM A HUNE 8 H 
路 的 类 似 的 特征 . 

考察 图 G 中 组 成 一 个 回路 的 边 集 C。 由 定理 2.10，C 至 少 包 括 了 G 的 每 个 补 生成 树 的 一 
条 边 。 现 在 我 们 证 明 ，C 天 会 有 真 于 集 C' 具有 这 个 性 质 。 

很 明显 ，C' 不 包含 加 路、 因此 直 定 理 2.4， 我 们 能 构造 一 rer ce 对 应 
FT HAE MNT GC RABE. Bil, 对 于 C 的 每 个 真子 集 C' 存 在 至 少 一 个 与 C' 没 有 
公共 边 的 神 生 成 树 T*。 实 际 上 ， 这 个 论述 对 图 的 每 一 个 无 环 子 图 也 是 正确 的 。 这 样 给 出 下 
而 的 定理 ， 

定理 2.12 连通 图 G 的 电路 是 G 的 一 个 最 小 边 集 ， 该 边 集 至 少 包 含 G 的 每 个 补 生 成 树 
的 一 条 边 . Ü 

Fue bie eA, 

.定理 2.18 车 C 是 至 少 包 会 了 G 的 每 个 补 生成 树 的 一 条 边 的 最 小 边 集 ， 则 连通 图 所 的 
DRCRECH—THB. 

证 明 | u ; . 

. 世 前 所 示 ， 边 集 台 不 能 是 无 环 的 ， 这 是 因为 对 于 每 个 人 G 的 无 环 子 图 G'， 都 存在 一 个 
HG RAGA RD MAR. AH, CBbA—PERC’. BEC RCISA ECT 
fe, WARTE! CRESIA TCHR MMERMN—- AMM DWH, 但 这 与 C 
dix PROIN A DERORDPUR. Bit, RRECHATRERM. BACKER 
所 以 C 必 定 是 回路 。 | 

5g BED 1282. 13 f Sr T VES EEG EC — HERR, SEIEREN SG f 
个 补 生成 树 的 一 条 边 的 最 小 边 集 。 

由 定理 2.11、2.12 以 及 2.13 给 由 的 荐 集 和 回路 的 新 特征 ， 清 楚 地 显示 出 出 集 和 回路 概 
念 的 对 侦 性 .这 种 对 偶 性 在 第 十 章 中 将 作 进 一 步 探讨 ， 在 那里 将 讨论 氢 隆 理论 . 

下 一 个 定理 表明 了 制 集 和 同 路 的 关系 但 不 涉及 到 林 。 
定理 2.14 . 连通 图 的 一 个 回路 和 一 个 齐集 之 问 有 偶数 个 公共 边 。 

令 C 是 连通 图 G 的 一 个 回路 ，& 是 G 的 一 个 翻 集 。 令 V, 和 V, 是 G:--8S 的 两 个 连通 子 图 吕 ， 
AG. ecd. 

如 果 C 是 G, 或 G; 的 一 个 子 集 ， 那 么 很 明显 ，C 和 8 的 公共 边 数 等 于 0 RETA HE 

如 果 C 和 S 有 茶 此 公共 边 。 让 我 们 从 V , 集 的 一 个 顶点 ?出 发 ， 灌 荐 回路 C 行 走 。 因 为 
这 种 行走 记 在 z: 结 束 ， 这 就 需要 我 们 每 遇 到 从 Vi 中 顶点 到 达 V ;中 顶点 的 S 的 一 条 边 ， 就 
一 定 有 S 的 一 条 边 使 我 们 从 VV; 中 顶点 回 到 Y ;中 顶点 ， 这 只 有 当 C 和 S 有 一 个 偶数 公 共 边 才 
DET k n E Ba, va 
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EPR IR 8, EER SR BULB LIE SE XC HU 这 个 关系 将 在 第 加 
zit. ` 
我 们 起 指出 ， 定 理 2.14 的 道 并 不 是 十 分 正确 的 。 但 在 第 四 惊 我们 将 证 明 ， 几 GG 的 一 个 
ESE- APR CBIBEO SORHGITSRUERUR CHORO ) 的 并 ， MH SONS BEI IU 
CHM) 有 侦 数 个 公共 边 . 
连通 赂 的 基本 回路 和 基本 制 集 是 相对 于 图 的 生成 树 来 定义 的 ， 图 此 沦 示 奇 评 ， 著 本 回 
Re RAR SR RRN. EWF SE EAE 
SE HE2.15 
VR HPA I TAP ERAF 恰好 由 包含 了 这 个 连 支 的 基本 割 集 . 
中 奢 些 的 树 支 所 构成 ， 
2. 相 对 于 连通 图 生成 梯 的 -… 个 树 支 的 基本 割 集 ， 恰 好 由 包含 了 这 个 树 支 的 基本 加 路 
AA T E BH. 
证 明 
1, 令 C 为 相对 于 连通 图 G 的 生成 树 T 的 连 支 C1 的 基本 回路 。 除 了 Ci 以 外 ， 设 C 包 仿 T 的 
Bxkb, b, 4, b 
BUES LAN FOMTHM EMBARK, Hop Icik. xb CMS Jor 
机 发 。 连 支 c, 是 C 中 的 唯一 连 支 、 内 为 C 和 8, 必 须 有 一 个 偶数 的 公共 边 ， 这 就 需要 基 本 项 
RSAC, MART ENT HRA RAC. — 
BANTRY, WHAM SL. ,包含 Ci， 那么 ci 将 是 C 和 Si,1 间 叭 - .的 
Dil, WAERM LAFIM. RE, O MURMER, ba o DAEN 
那些 割 集 中 ， i 
2 ,这 部 分 的 证 明 与 部 分 ] 的 证 明 类 似 ， rj 


2.9 进一步 阅读 


在 有 关 图 的 回路 和 制 集 的 若干 结果 的 发 展 中 ， 怪 的 慨 念 是 中 心 ， 连 通 图 的 生成 树 ， 员 
路 和 割 集 从 巧 对 应 地 是 拟 阵 的 苇 ， 回 路 和 补 加 路， 而 执 阵 可 用 疼 的 边 售 来 定义 因此 本 章 
的 结果 对 理解 第 十 章 中 拟 阵 理论 的 发 展 是 有 帮助 的 。 

电网 络 理 论 是 图 论 最 旦 应 用 的 领域 之 一 。 本 章 的 结果 及 第 四 章 和 六 章 的 一 些 结 染 构成 
TIBIAE I AS HC ERR. SeshugftReed[ 2.1] 的 开 折 性 工作 以 及 Kim 和 Chien[2.3]， 
Chenr2.4]， 与 Mayeda[ 2.5] 等 教材 被 极 儿 推荐 为 本 课题 进一步 阅读 材料 ， 

A SRE BLE XC A EB EUNET. 有 些 问题 在 本 书后 面 意 节 还 会 
论 到 。 


。 . . 2.10 3 g 


1S HERR: TEA ATOR EUR :个 非 同 构 村， 七 个 顶点 上 有 二-- SAA. 
2.1 WB. BERTI. ; 
2.3 Xn MEME RECHTAG,. iB. BRO) (D-H, FURR ARE RF 
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2.24 


5t 8| LR ICG ADE Jd: 

(a) G,érfim fios, 

(5) G AAN Lili, i : | 

(OG REB. 7 o 07 Lo ww Gy exe quss S C8 
(d)G aaah, C eee 
WM: an H tj DICHA DG ORCI te 
ym. HARCHERDA CBR TERME. 

ER: BARRA AERA. 

证明: RWS} AG D S Ma TH EL A GUAE PAPE RU IRE Y, 
HAREE: LII DIG ARBAA ERTE IS 
在 什么 条 件 下 ， 图 各 的 任意 两 条 边 能 够 成 为 G 的 某 个 补 生成 树 的 连 支 。 
WE. RODAEMAROS1, SHÜCRTR-T SM, i 
证 明 : tna 个 零度 为 0 的 图 例 。 
ABERG 上 进行 下 列 丙 种 运算 : 

Ca) TUR DUBTUAR Ie,mT (O0, VAE, = W, POATEN ER, 那么 就 用 一 条 . 连 Be he, 
‘HOR He, Me, i 

(0) MRD CÓ, DM dn vo fete Cus, E 其 中 vv， i DE EI 
Wi. CMe. GRE RR, 

331 T MB GW BAe, MEATA EN RANNER IO COE 一 个 
HEKE- TH, UL ELOGON CUBA AGE GERD. 

TOR: EHRCHFACAGH ARM, 4 ERNE EGO KGAMRARKTR, 

uri. 连通 图 G 的 制 集 是 G 的 最 小 边 入 S， BAS, BIRO HTH H AG) - G.- 8) 
d. 

jM. MATA, 

i HMC HF ALAC ERA RN, UE DOORS A CaM. 

ug. ZUEGE—HTESHETGE FALE; SRIICARRERGBNAK & 
Gers 

TEM, AGW BE GIAO — bc HW RAE MRA, 

EH: 对 于 宥 两 个 以 上 顶点 的 不 可 分 图 ， 它 的 每 个 割 集 至 少 包含 两 条 边 。 

证 盟 ， 图 如 是 不 可 分 的 ， 当 扫 仅 当 它 的 每 两 条 边 在 同一 蚀 集 上。 

4CREGHTU—^ BR, afibik C 中 任意 两 条 边 。 证 明 :， WHS 的 存在 ， 合 得 SNC= (a, | 
bi. 

4T,. 7. RABE CHARM. ER: 如 果 e 是 T, 中 企 一 条 边 ， 那 么 T, 中 必 窑 在 一 条 inf. ode 
WT, 一 8)UF 了 《在 T, 中 用 边 f 来 代 准 ge 所 得 到 的 新 闻 ) PEGH—PERB, BE, ST, 
中 的 一 条 边 来 代 藉 了 :中 的 一 条 边 ， 只 万 每 步 所 得 到 的 冬 是 台 的 生成 树 ， 那 么 就 可 以 TE 换 
RT 

(a) SC, MC BCH BME, We REC ECH, We EC, PM REC. EM: 
frr Cs. WC» (C, UC, )— e» BestBMCus, 

(E) AMR REE, XE CO, 

Bl UPAR Whitney RM. ERA ER RAMBO) HR), 
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2.26 


3.6 


S EEFUUERAENEN TEN: HA; WURGAGSAUSHNG)Sk, SAC HTH 
Hmmm. 

ER: BG@Akt+u RASH ERS, sp Apr Vitis PMG OV, Vues VO. xum 
WAEREA Ef RIPE — D. CRGCORU 7182.81) 

RIG-(V, E) nube, Wie Bmax, (dCi, v) ) RAHA, Jord (x, DR 
URIDEESES Pj. eH: PRP AA EAE bP ORAS IHE ERO PD, 

RANT RAN RRNCMMAEWKENCHERMT,, Te, T E, KPT ST BH 的 
"BOUES En-2:x3E ZI. WA, 过 遂 图 的 村 图 是 过 遥 的 。( 部 文献 [2.9] ) 。 

提示 见习 题 ?.23。 
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图 论 中 的 很 多 发 现 可 追 泣 到 试图 解决 着 二 “实际 ”问题 一 一 猿 恋 、 汞 戏 ， 等 等 . 这些 
问题 之 一 是 著名 的 亚 尼 斯 堡 尾 问 题 。 这 个 问题 可 陈述 如 下 : 

在 德国 的 哥 尼 斯 保 Pregel 河 上 有 两 个 岛 。 这 些 坑 相互 之 间 以 及 与 岸 边 之 闭 让 七 产 桥 连 
ikek, WAIL 4 ) 所 了 示 。 本 问题 是 从 四 块 项 地 【 撞 3.1(C dH A. B. C, DRE) 
中 任何 一 地 出 发 ， 走 过 每 座 桥 恰好 一 次 ， 然 后 返回 到 出 发 点 ， 好 建立 - -个 经 过 所 有 七 座 桥 
的 岗 合 路 径 ， 但 不 重复 经 过 其 中 的 任何 一 座 恬 。 


to) 


图 3.1 (OM BMRB; (RRR AEN 


Bons MGSUEXEKUN 


报 条 人 将 信 这 个 问题 没有 解 。 但 伟大 的 瑞士 数学 家 欧 拉 在 1738 年 证 明了 这 一 点 ， 黄 定 
了 墨 论 前 基 础 ， 欧 拉 首 先 证 明了 本 果 题 与 泊 着 图 3 .1( 世 的 边 建立 一 条 于 合 轨迹 是 等 价 的 ， 
PHBA, B. CRD, WARREN, RIED Ph. s 
THERA. RAR RRR HK. 3 ANT IO RAR, 

185948, B-- P+ HARERBERAR ST HR, CEREBRAL 
走出 一 条 闭合 回路 ， 色 过 每 个 顶点 恰好 一 次 ， 用 图 论语 言 米 讲 ， 险 密 上 顿 庆 戏 等 价 千 确定 在 
箱 3.2 扶 未 的 十 二 面体 图 汪 能 否 找到 一 个 生成 四 路， 即 和 包含 所 有 20 个 顶点 的 区 路 。 可 以 证 


s, WORRY D. 2. ee . 20, 1 ARTA. pii ERE 几 TUE BL S 
BSERRAAREA. 3.2358) b 16 26 XE SUE, 
i | 31 欧 拉 图. 


所 谓 图 台中 的 网 拉 扫 迹 基 一 PT rT ees FRR EEE — KEG 
HAAN A SUR. AATEC REO IEEE HE. TTT 

AX EBIS.3(OBSOREIC,, WERE Es， Cs, Cay Ess Car Cr. Cr, Ca. Cr Cnr E 
:构成 了 如 ,中 的 一 条 欧 拉 轨迹 。 因 此 ， 电 ,是 欧 拉 轩 。 A NE^ 

在 图 3/3Cb) 所 示 图 G， cd WEF, €. Eys 94. “ey, s. CNN Ce. TM e 
e, Fle, WRT PARR. EE, KG, HA CB, BULDG BAR BEER. 

没有 开 欧 拉 轨 迹 前 非 葡 拉 了 图 G,， 如 园 3.3(c) 所 示 。 :， l 

ES EE Hh TBR A AmA HE 

定理 3.1 PRG EG ESN: 

1.G 是 欧 拉 图 ， 

2. 如 中 每 个 顶点 的 度 是 偶数 ， 

3. Gjk 3X2 i TH SE BL PCR 3E. 

AERA, ; i i 
=>2 令 T 是 G 中 ~ 条 网 拉 轨 迹 ， 假 定 我 们 从 GG 中 一 个 顶点 ， 比 如 说 从 5, 出 E, 3 
ETIE. STH E P i 

: UV, =H, 6s, Hy, Es Xy €, Xi. 
当然 这 里 肝 有 的 边 都 是 相 异 的 ; : oar "S 不 可 能 部 是 相 异 的 , 这 些 顶 点 中 的 某 ~ 
个 可 能 是 0,。 那 么 得 固然 ， HER B ghe Me,, MDL Ray 1 的 度数 贡献 为 2 ， Dxbxr— 
1. Bh, AEE ACNE KIA. M, ATA GA ORE 
Bu. 

2 一 人 3 因为 G 是 连通 的 ， BORE ATAW ERE, MOREA M 度 大 于 

、 这 样 台 没有 悬挂 顶点 ， 根据 定理 2. 5; CRETE AB. 入 意味 着 G 至 少 有 个 回 
"m 不 妨 说 为 C,。 

考虑 图 G, =G—-C,, BHC, PSPUAE AIM, sica, 中 每 个 顶点 的 贷 
一 定 是 候 数 .但 G, 可 能 是 不 连通 的 。 

WAG PRETEEN, NG MRAESMLAK, MAG=-C,, WAIE. BA, 


ES 


Va 


(e) 


8 3.8 (OG, ARRE: WG, ARARKEN ENERE; (COG, -AREFKEA 
LII €T: M 2 4 


G, 至 少 有 ~- 个 回路 C，。 

#eK~TAG,=G,-G,-G-C,~C,, CPR RANE RAR. WRG, 是 
完全 不 迷 通 的 ， 那 么 ;一 C1 LUC,。 耕 则 重复 这 个 过 程 ， 真 到 我 们 得 到 了 一 个 完全 不 连通 
f EG, G—C, ~C, =e- CIE, REC, Ci, C, 基 G 的 回路 ， 其 中 任何 两 个 同 
路 没有 公共 边 。 于 是 

=C, UC, Ue JC, 
论点 3 得 证 。 

3=>] 设 G 为 边 不 相交 回路 C;,，C，,，…，C, 的 并 ,考虑 这 些 回路 中 的 任何 一 个 
雍 如 说 C，。 因 为 G 是 连 道 的 ， 所 以 至 少 有 一 个 回路 ( 如 C, ) 与 C, 有 一 个 公共 顶点 如 。 U 
T,, 为 始 于 2 的 闭合 轨迹 ,并 连续 经 过 C ,和 C，,。 这 条 轨迹 明 电 地 包含 了 C, 和 C, 的 所 有 边 。 

再 者 ， 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 T,, 至 少 与 一 个 区 路 ( 如 C，) 有 公共 顶点 pb:， 而 不 同 于 
C, 和 C,。 开 始 于 2 的 闭合 轨迹 T,,,， 连 续 经 过 T,, 和 C,， 将 包含 C1、C; 和 C, 的 所 有 边 ， 

重复 这 个 过 程 ， 肯 至 得 到 包含 C,、C,、…，C. 所 有 过 的 闭合 轨迹 Ts。 为 让。 这 个 闭 
合 轨迹 是 台中 一 条 殉 拉 罗 迹 ， 四 此 所 是 欧 拉 图 ， Ei 

MER RR, Hi3.3 CO) BUPRCS ERRA, 因为 G, 中 每 个 项 点 是 度 是 偶数 。 而 图 3.3 
人 D) 和 (C) 的 坪 GG, 和 G ,不 是 欧 掖 六， 因为 它们 包含 有 桨 度 顶 点 人 顶点 的 度 是 奇数 ) 。 也 可 
其 证 明 ， 欧 拉 图 妇 , 是 边 不 相交 回路 的 并 ， 这 些 回路 的 边 集 由 下 面 给 出 ; 

(e, €, Cel 
(e, €i, €,) 
(e: Ea, Cro} 
{ei en, € 

下 面 结果 是 定理 3.1 站 论点 3 BORIC. 

推论 3.1.1 网 拉 图 的 每 个 顶点 被 包含 在 某 个 回路 中 。 E 

BRODURRELFARASR RMA, MAREE, WREE- AR 
相交 的 开 轨 迹 集 合 ， 它 们 合 在 - -起 包含 了 图 的 所 有 边 ， 这 由 下 面 定理 证 明 。 

定理 3.2 没 G=(V, 世 ) 为 -- 个 有 2k 个 奇 度 顶 点 的 湛 通 图 ，k 之 1。 那 么 就 能 够 划分 成 
TE M ete eae ees 

证 明 

S Mis ACHAT 3 ETUR, 1<ick, XUftXPGUn ERM Aw, was ey ax 以 
Bk (Ty WDA CS, W), sick, ERRERA p, SPAM RRR, 
内 此 台 是 欧 拉 图 。 

HEC! PAL ABA PBL uen 可 以 注意 到 ， d s w,) ALCS, w, ) 对 任何 cick dg Sk 
HR, Be we, HERE NGHAR RD. RGN RUERER E 
一 开 轨 迹 中 出 现 。 这 些 开 轨迹 给 出 了 所 需 的 巨 的 划分 。 

推论 5.2.1 设 G 是 仪 有 两 个 奇 度 顶点 的 连通 图 ， 拨 么 G 有 一 TEME CE 于 -个 
SEGA, AFH-THEWA) ASTORKA. 7 

pim, [das.s( HEG LAR AREMA RU, MIME, €. Es, €u es, 


^ 


Eas €,, €,, Cos Sim £u, Ce bs} 却 各 含 了 G: 的 所 有 边 ， 这 条 轨迹 始 于 ye， 伐 于 ?7 
“图 3.3(c) 的 下台 ,有 上 宇 个 奇 度 顶 志 。 这 个 图 有 两 个 边 不 相交 的 开 轨 迹 ， 这 两 个 开 HA 
Fa F Fs SPR: 
ie, 23, €y, €, 6) 
[e,, Or, e, Os, Eio, Or, Eia} 
一 个 图 G 被 说 成 是 由 顶点 起 随机 网 
prm, Bum RU Jo d RE EHE GS 
边 走 ， 最 后 总 会 得 到 一 条 欧 拉 轨迹 。 
MYER, WRAGHE HWA v 起 隧 
帮 欧 近 的 ， 那 么 把 每 个 不 包含 全 部 边 的 团 
A 2 加 迹 扩展 为 如 的 欧 拉 轨 迹 是 可 能 
wg. Hen, WR-PRRAGRE BD 
点 wee, 3254 — 94 dB 
所 有 与 吕 关 联 的 边 、 但 不 包 但 日 竟 爹 部 边 
RAS L — v PE. 
ien, SRR AKA. RPA HAA, hy, CHA, WARE 
ARERR ULNA HEY. AT RE, NPRTAAFO, 和 ?的 顶点 Zi ， 总 存在 一 个 包 售 所 有 与 ty 
RRA, 但 不 包括 GG 的 全 部 边 的 闲 合 0; 一 0 轨迹 。 例 如， 由 边 e,，e,，e: 和 和 e, 组 mina 
合 V; 一 0 轨迹 就 具有 这 个 性 质 。 
.下面 定理 纵 出 了 图 的 一 个 特性 ， 此 图 尾 击 顶点 起 随机 欧 拉 的 。 
定理 5.5 一 个 欧 拉 图 马 是 由 顶点 ?起 随机 移 拉 的 ， 当 旧 人 充当 心 的 每 个 回路 都 包含 b 
iz 
必要 性 ———Ó——— € 
BEG =G—-C, GRP BUSES E BA. G HEEREN. HG’ ( G HAr Hit 
WH) AKA, EBAT RAS eK. XH GORRE- RPA RK FA 
MRP. AGED AMA EDR SY 关联 的 边 。 因 此 ， 它 扩展 到 包括 C 的 所 有 沈 是 
不 可 能 的 ， 这 与 G 蚌 由 ? REMAP. 
ibm S WE Gh Bü v 出 现在 G 的 每 个 回路 中 。 候 定 G 从 5 起 不 是 随机 欧 拉 
f, MAGHHE-RAS HU ARKANA A, HRMS CHA UHM ev ov pe 
下。 由 外 。 还 存在 一 个 顶点 共立 如 不 是 了 中 边 的 端点 。 
若 从 避 中 移 走 了 的 边 ， 则 产生 了 2 是 孤立 顶点 的 图 G'。 左 G' 中 ， 每 个 RARER 
数 ， nna PRR. 根据 推 论 3.1.1，G 中 有 一 个 包 会 的 回路 ， 
CESAR ERPS HA v , REV AGMA TH PORES RI. C 
从 图 3.4 的 图 局 申 可 以 证 明 ， 顶 点 ,和 2, 出 现在 G 的 每 个 国足 中 。 这样 ，G 是 Bnx Wi 
个 项 点 起 随机 欧 拉 的 ， 男 一 方面 ， 对 于 其 他 的 每 个 顶点 总 存在 一 个 不 包含 本 身 的 同 路 。 
Dt eg ciara eta 这 个 图 就 是 随机 网 科 移 。 人 下 是， 由 定 理 3.3 


， 咕 机 欧 拉 隐 的 所 有 人 顶点 恰好 都 在 局 的 一 个 癌 路 C 中 ， 测 在 忆 中 没有 其 他 回路 ， 换 
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图 4,4 PREPAC OSLER S 


a iz. cane: Ga NS 


3.2 哈密 上 顿 图 


A 


图 局 的 一 ABEL D “TES GIA COURTS ERR. Gh Shes E 
eL & GM E TR REE, 

KAGAN AME EUREN Ro IR. mone t i 

图 3,5 (a ) RAAG JMG MO, DICAS, e. esy eu es, eH TOH 
的 TREPA R. 图 3. ATS Jeph whe, es £y P RUS NAE BRAR 


f 


"s wie gi. 


uad Bes "M i) 


图 3.5 Ca) ERG COH — fol RE EM eB. 


一 条 欧 拉 轨迹 起 一 条 经 过 每 条 边 恰好 一 次 的 切合 通道 ， 而 一 条 险 密 顿 轩 路 是 一 条 经 六 
每 个 顶点 恰好 一 -次 的 闭合 和 通道。 这样， 在 一 个 网 控 因 与 一 个 险 密 顿 图 之 阅 有 明显 地 相信 之 
处 ， 这 可 能 伍 人 们 希望 像 殉 拉 图 那样 ， 存 在 一 个 简单 、 实 用 而 精致 的 哈密 顿 图 的 特性 ， 而 
事实 并 不 如 此 ， 这 种 特性 的 研究 在 图 论 中 是 一 个 重要 的 悬 而 未 诀 的 问题 。 疏 是 对 一 个 哈密 
, 顿 的 简单 图 来 进 ， 若 干 充 分 条 件 已 经 建立 ,…( 怒 果 一 个 图 既 没 有 平行 边 ， 也 没有 自 环 ， 就 
tira AES Loo eR eoe RPG MEAT. 

Pd, «d, COBRA RAR, GENS BD. Uno oco, UL RG 
中 ， TEAR: Tiv, MEO S d, (d,, da, s+, d,) WRK AGA ARF. 

WR pce 


S, d,«d,«- «d, 


S* diad xe «dt 


PARAS, HPL i an H. ET RAS RRE RES, 
下面 的 结 困 来 自 chv&tal 的 文献 [3.11。 
定理 5.4 in MH RAGCY, ED, MEA Wd, «d, « - d, 8 


` akl Ind, >n- —k : (3.1) 
则 跟 如 是 哈密 顿 的 。 
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证 明 

AE, wWRdi<k, aI AAT HN TR AER “FeO, dd, yenck, 
3U A OR zn KS ARE kH, GLA, OR SR (3.10, ， 那 么 每 
个 读 其 优化 的 图 序列 也 满足 式 (3-1 )》 . 

现在 用 自 相 矛盾 的 方法 素 证 阴 这 个 定理 。 | 

设 有 一 个 简单 的 韭 哈密 顿 图 ， 它 的 度 序 列 满 足 式 (3.1). .那么 这 个 图 是 一 个 简单 的 
RATRRRAG=(V, PWERTA. KG it II Pd, <d,<--<d, th i Je ot 
(3.1), 

SUM? AGRMARDRM DLA, FF MA dong do) RT MK, DLE GO 
d(v), RO GACK ENG SIS, HETA, On bse REO MEX, ee 生 -个 险 
WMA. XX dé. EGPA- WORL v AeA EC DU HB uuu, Wu, Uy, uu 0 
(13.6). 4 "e 

S={il(u,, Wr) € E) 
T={il%, w)€E) 


ara, üz bs t; By “= 


图 3.5 


现在 不 存在 jE SnT。 MRICSNT, WAMU, uu GS, ui dEGrp, HT 
AFSG, Wa. c0. Ui, Wa, Wen ces ty VETE RG DHFR. 

BUS TUR, — VEETESABASIEETHE, BEEASUTEE(L, 2, e 17D. 
因此 d()-+d(v)= |S} + IT| <n i 


Al du) ln 
XE X| AGRÉUOB OLDER. — 

BAST, u( JES) RGVME, Faw) May MR, WIC SMU) 二 
dQ) RE, EDH S 一) 个 顶点 ， 它 们 的 度 不 超过 d(z)。 如 车 我 们 令 R= dw), WA 


RNAS ASLEN, HARER (3.1) fd, ene, KERE BART SURG 


它们 的 度 椒 超过 % 二 kR， 因 为 民 Ww) 一 上 那么 顶点 最 多 能 与 这 Kk 十 1 A PL 
48. RH, EFE Tw, vwüdQe)LBa—k, BOR udü4p. BOTE 
Snrd(ut+d(v) 5dGodüdco) ipium A. NN 
ü FEET. REST TERME A ART. UE Hp 是 出 文献 Dirac 
23, Ore[3.3], Posa[3.1]55Bóndy[ 3 .5] 发 展 起 求 的 。 
推论 5.4.1 —TMRAG=(V, E) Eres, CHER 为 8 <d,<--<d,, @ 
RHA TFHRAZ— BREA SOM, 
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1, (Driac) 1 < ken di» n 

2. (Ore) (u, v)  E--»d(u)2-d(v) PN 

3,(Posa)  1« k< pnd, >k 

4.(Bondy) . j«k, dsj, d,«k—1-»d,4d,—n 
证 明 

我 们 将 证 明 折 有 这 些 条 件 都 意 指 式 {3,1) 。 

1 一 > 2 (EMMA IRA, BASES. 


2 一 > 3 ”如 果 上 上 述 条 件 不 成 立 ， 那 么 就 存在 一 个 上 ， 使 得 1<tc< 寺 ma 和 di， 
BiEBUzfRiE—TI EG, MEE, HA 
d, dtd, anon 

SAPATE. A. EWA, U, c 上 导出 的 G 的 子 图 是 一 个 完全 图 。 

因为 dst, &R— A v mI, XA S UR (b+ 1< jan) HB. NP. 
t< ngntot RAE ALY, fe l«j«n, "htl v 0 eiect) T. 
XH. d,«n-t-1, BA —BH E 20 

dt+d,<t+n—t—j 
<n 

KERMA O, vOCEXRd dcn, SRL HEE. 

Sed MRAM, MBARE—Rck, Had <j, hak- diha. 
TRdclu RORRUIS4GEf-d La. RNA 

d,-d, «dj—t 


因此 我 们 有 上 C wiadeet, RAR S HF. 


4 -会 式 (3.1 ) RUE HARE, WELLEN Rd, «n-t 
一 1 但 另 一 方面 ! 
d, d, «t n—t—1 

-2—] : 
与 条 御 PIB a 

容易 看 出 ， 如 果 一 个 图 序列 满足 定理 3.4 和 推论 3.4,1 中 所 列 的 任何 一 个 条 件 ， 那 么 等 
个 使 其 优化 的 图 序列 也 是 如 此 。 这 5 个 条 件 中 最 有 力 的 是 chv&tal 条 件 ， 它 有 个 有 趣 的 性 
版 ， 即 它 是 这 类 条 件 中 最 好 的 。 如 果 一 个 图 序列 不 能 满足 chavtal 条 件 ， 那 么 它 被 一 个 非 
xr ERIS EE RAEL. 1]. 
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Dr xt ME BU-TRNERFRALAEN, BEREART. HH-LH 
mmu. aR AREY, Fa ( 见 文献 [3.61 ) RRA, 
HEBISSBORSSNG. RCA. GPRAMHRRE. 


*, 


% 


图 3.7 —^dkee ee 


DXDIREEESIEIILMETIIENLIGULEIIDEIIITME T 
中 ， 顶 点 UES, AUS ws 相关 联 的 边 中 ， 至 少 有 三 条 不 能 包括 在 任何 哈密 顿 路 征 
H. MAL AVALE PEG. HHV, V, VRD. 的 度 为 3 ， 则 与 其 中 任何 -个 顶点 析 
关联 的 过 条 边 中 ， 至 少 有 一 条 不 包括 宪 险 密 晤 路 径 中 。 这 样 ，G 中 27 条 边 至 少 有 13 条 边 不 
包括 在 任何 哈密 顿 路 径 中 。 因 此 ， 在 如 的 16 个 顶点 土 ， 没 有 是 够 的 边 来 形成 一 条 哈密 顿 路 
4. 这 样 G 没 有 险 密 顿 路 径 。 ， 

如 果 一 个 图 从 出 发 的 任何 路 人知 能 够 被 扩展 成 一 个 险 密 顿 9 一 b 加 路， 那么 这 个 图 就 基 
从 顶点 必 丰 随机 哈密 顿 的 ， 如 果 一 个 图 共 它 的 每 个 顶点 起 都 是 随机 哈密 顿 的 ， 那 么 这 个 疼 
就 是 随机 丛 窗 顿 的 。 

下 面 的 定理 完全 描述 了 消 机 哈密 顿 图 。 这 个 定理 的 证 明 可 和 参考 文献 [3.7]。 

定 更 3.5 阶 简单 图 是 随机 哈密 顿 的 ， 当 且 仅 当 它 是 一 个 回路 或 是 一 个 完全 图 或 是 
一 个 完全 二 分 图 改 。sva， 基 后 一 个 只 有 当 郊 是 偶数 时 才 为 可 能 。 Ü 

我 们 在 结束 本 节 时 ， 来 谈 谈 旅行 高 问题 。 该 问题 如 下 ， 

一 个 商人 需要 访 间 一 些 城 市 。 如 果 他 必须 从 家 乡 城市 出 发 ， 访 问 每 个 城市 恰好 一 次 ， 
然后 返回 家 ， 他 应 该 选取 什么 路 线 ， 使 旅行 距离 最 短 ? 

假设 我 们 用 图 的 货 点 代表 城市 ， 用 连接 希 点 的 边 表示 道路 ， 路 的 长 讼 可 以 表示 为 对 应 
过 的 权 。 和 如果 在 任 一 对 枯 点 之 间 有 一 条 把 他 们 连结 起 来 的 路 ， 那 么 旅行 商 但 题 可 以 很 虹 显 
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地 等 价 于 , :在 一 个 完全 图 上 寻找 一 个 最 短 的 哈密 顿 厨 巾 , 在 该 图 上 每 条 边 都 华 有 一个 权 e 

在 一 个 ! 济 完全 加 里 ， 存 在 (3 一 1)172 条 哈密 顿 同 路 。 OR ETT IB E * BE 
”方法 就 是 找 出 全 部 (2 一 1)172 条 哈密 辆 回路 ,, 然后 挑 出 最短 的 。 即 使 像 对 50 这 样 小 的 
?2 值 ， 这 种 方法 的 工作 景 也 是 太 大 了 ( 甚至 对 计算 机 来 说 也 是 如 此 ) UT IEEE n dA 
没有 现存 的 有 效 算 法 求 求 斌 这 个 问题 . qid üj£sjoraA 3.8]. [9.9]. [3.19] 
$13.11]. 


- 8.8 -— 
Bergex i 3.1218] —8 E — WE TAPE SIUS JU SIR AIR. Bu 讨 
it UPAR. WESMA. Beh Sep SCR Bondy RIMurty [3.13]. 
3.2 节 中 我 们 谈 到 ， 如 果 一 个 图 的 度 序 列 不 满足 Chvatal 条 件 式 (3.1), BAT gut 
一 个 非 哈 密 顿 图 的 度 序 列 优 化 ， 此 外 ， 些 不 满足 式 《 3.1 ) 的 图 序列 ， 但 它们 必然 是 输 
将 顿 图 的 度 序 列 ， 参 同文 献 [3,14] 文 献 [3.15] 中 推广 了 定理 3.4, 
BACCO TBR, MB ALS. 16s. 173, 


8.4 习题 


3.1 QGA— AJ REAL HAE, uH. Gi E KM ARE RE, E,, En, 
ik. SPE ERO AA 

3.2 Wr UREGRATA RMUKEM, GA, o AARRE WA 

3.3 OGGR—MESEHE, Dni IFRS EM: 局 起 从 一 个 顶点 。 两 个 顶点， 全 部 项 点 起 随机 
欧 拉 的 或 G 从 任何 顶点 起 都 不 是 随机 欧 拉 的 。 

8,4 SUG XE IUS © ERE uicti d. NEA EH. ACG= dc), RRAORCH AUR, 

3.5 VG X ABUS t RAMEE, WRU) = d(v), wv, AW. GR SRL. 

86 是否 存 在 次 有 一 条 欧 拉 般 还， 加 时 也 是 一 THRE ROE? 这 种 民有 何 特点 。 

37 XH. m. 有 
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fs GER no: CÓ 个 项 丰 的 连 道 简单 图 。 证 明 ， G 的 最 长 路 径 应 该 大 于 或 等 于 2G), iR 
IB GE Grp AS ANE COCRRO 21). 
3.9 gc 个 有 人 nt 个 顶点 的 简单 图 。 证 明 ; :如果 对 平台 中 每 对 顶 Aum voe Hp, deu edwyn 
, HACHA- FERME, : 
3.10 ct. ved, doen 2 个 顶点 简单 图 人 的 度 。 如 果 


diak- I«T- QpedaJaen-k 


WE: GRA -个 险 密 顿 路 【Chavgtafs.1] ) 
3.1) RGR-THRTHA, EXISISNTAEE, Anes Rm>(n?—2n+6)/2, WIE: GRE 
BY COret3.3212,.. 
5.12 设 G 是 一 Adm AURIS ARIS n Hv dkGIBWTCRIBSEIITAA. EH 
M d(u)-dq)»n (C l 
NG FORMA Cu, vo FCRBAMA. uS. Gus, 4AM4G’ Be Rie, 
3.13 Fin PRAMAS, eE ESTO E i9 Gh AY SCR 而 
ABN. PSHRANEMARP EN, 直到 没有 剩余 这 样 的 陨 点 对 为 止 。 试 证 : 图 的 财 包 LES 
EI CA ze 
注意 ”习题 3.12 的 一 个 简单 推论 是 ， 一 个 图 是 哈密 由 的 ， MB DONERIBIedR ERM. HE 
的 闭 包 是 完全 的 ， MORAM ANE TRAN ERERCARUMER TEAK. SAX al 
[3.15]0[3. 13]. í 
3.14 ER: ESM Kp, AURERE E NÀ 
注意 Cx RADT RSF CMRABHK, 
3.35 MARC SARIS CRI v MF d ie — OR. DL GRE PEDI PER. Mid: 
du GÉ ROHORSNESETUX Rv, Ad(ultd(o)sn+1, ME Bens 35) f$ S ELE OA ER ol 
的 《文献 [3,181 ) 。 
3.16 W$: KNESKIP 《在 习题 2. "TIERE. ( XX RES. 19):8[8, 201), 
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第 四 章 、 图 和 矢量 空间 


近 此 代数 是 科学 家 和 工程 师 研 究 问 题 的 极为 有 效 工 具 。 因 为 属于 这 种 代数 结构 的 一 些 
有 力 的 精致 的 理论 霜 以 用 来 研究 事物 的 上 集 合 ， 所 以 判明 这 些 事物 集合 的 代数 结构 就 认为 是 
很 必要 了 ， 系 统 理 论 、 电 网 络 理论 、 编 码 理论 ， 开 关 电 路 ( 时 序 的 和 组 合 的 ) 以 及 计算 机 
科学 等 就 是 几 个 应 用 这 种 方法 并 大 受 其 益 的 领域 。 

本 章 将 证 明 ， 矢 量 空间 能 够 与 图 相关 联 ， 并 详细 讨论 矢 景 空间 的 两 个 重要 于 空间 的 性 
TR. MRS MAES A. ERRORS BE, KPO MELT 
网 络 的 电压 和 电流 空间 。 

本 章 的 前 随 节 ， 介 绍 了 后 面 儿 节 要 用 到 前 代数 的 基本 概念 和 结论 ， 进 一 步 详 细 讨 论 线 
性 代数 的 这 些 医 念 和 结论 ， 可 参阅 文献 [4. 1]、[4.2] 和 [4.3]， 


4.1 群 和 域 


考虑 一 个 有 限 集 S 二 {4，b，c，…}。 令 十 迪 示 定义 在 58 LE TER. Xie Wo S 
中 的 每 一 对 元 束 a Hb BET — RE Rath, MRAOMDES HH, BURGAS 
S, WEST TAI. | 

WR, MES HHA a, bfc, 

&3- (b4-c) —- (a+b +e, 

划 称 运算 十 是 结合 的 

BEM MRA S ro En e b, 

a--b—b--a, 

则 称 运 算 十 是 可 交换 的 。 

现在 我 们 来 定义 群 。 
如 拧 下 面 的 假设 成 立 ， 

1.8 在 十 下 是 闭合 的 。 

2: 十 是 结合 的 。 

sE S PRR GR e. MESA, RGe+e—eta=a, WAR e ml kK 
LII i 

4 HFS pE TRa, SAEED, Mb a-at+b=e, WERON aky 
Eu Rl. BR, Ae REAS HDR. 
则 苏 一 个 带 有 二 元 运算 十 《 叫 化 如 法 ) ES 是 一 个 说， 

如 果 运 算 十 是 可 交换 的 ， 这 个 群 就 是 辽 页 尔 群 ， 

A LE A + (HELM) PENNER fS- De, —2, 
—i, 0, 1, 2, . ETRE, OR Lo, NFS RAK, —a Ra i x. it 
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Po ROR IRE. . 

AUR EXE IE FERT A ACRAS EE (AUR. A?) 

HA PR RPP PiDBGERUSURA Z={0, 1, 2, e Poi}. 在 
这 个 群 中 ，0 是 名 元 ， 并 月 对 于 所 有 不 等 于 0 的 4, 整 数 p 一 0 是 整数 4 的 道光 ,当然 ，0 是 
EA GMM. KE. EDI, TZ m: 


0 1 2 3 4 
$73 1 2 3 4 
1|1 2 3 4 0 x 
2| 2 3 4 0 1 
3 3 4 0 1 2 
al 4 0 1 2 3 


TH KE UB: 

HEE Pe IE: 

1. 下 是 1 下 的 阿 贝 尔 群 ， 其 中 么 元 记 为 

2. 集 全 FP 一 ie} 是 乘法 运算 下 的 隔 贝 尔 群 。 

3. 彝 法 运算 对 加 法 运算 是 可 分 配 的 ， 即 

a-(be) (4.b)+(4.6)， 对 于 FF 中 所 有 的 a，b 和 c， 

NEAT DL ARIS + A CSPI TERE ) 的 集合 王 是 域 ， 举 例 ， 再 来 考虑 带 有 
Me (HE D) WR (MP) 两 种 运算 的 集合 Zs 一 {0，1，2，，D 一 4， 各 前 所 示 ，Z。 
PMR FMR, WO 为 其 各 元 。 可 以 证 明 当 县 仅 当 卫 是 素数 时 ， 在 模 忆 乘法 
T. MSZ, (0]—/t, 2, , POER, GONJAREOUKN. HOPED ipsk 是 
可 分 配 的 这 COGEGDROHOGRGLSBU. BH. SAY ERB, RAZER. 

域 Z, 通 常 记 为 GF(P)， 并 称 为 Galois 域 。 作 为 例子 ， 于 面 给 出 GF( 5 MRR: 


.| 0 1 2 3 4 
0j 0 0 0 0 0 
1 | 0 I 2 3 4 
210 2 4 1 3 
3 0 3 H 4 2 
4p 6 4 3 2 1 


“我 们 畦 别 感 兴趣 的 域 是 模 2 整数 的 集合 GF( 2). .在 这 个 域 中 ,- 


04070 202. O06 
IURORI-Is. . o s01:0-20:1—0 n 
It i~é at C 11-1 : 
..— €ma-mp«g, oxgsp-i, WERHA Hagdos 0000 o0 07 


AO 


4.2 矢量 空间 


考虑 带 有 二 元 运算 图 的 集合 8 。 令 下 是 带 有 十 和 :的 域 ， 其 中 十 和 分 别 表示 如 法 和 
RKB, EF PHGKAS 中 的 元 素 之 间 也 定义 了 彝 法 运算 ， 用 ， 表示 。 这 个 运算 半生 
— HIP Ce, SDA ETS PNP, ives, Ham Fr, sears. W 
SE BB BER W.: 

1. S éEH FE Bel n RRE. 

2. T F quitg£ig253& e MS, URS 中 的 在 何 元 素 s, Ms, 

ax (S,B1s,) — Cac S,0EH Co s, ) 
fil 
(ad- B) sw s, (ask S, HEES d 
SPP PAE UR odi B, VRS PHILA S. 
(a 8) « S—a»(B:ks) 

4.5} SPARE s, 1«s—s, Hop LIE FABER Z UC. 
WERS MRE F EBI—4 4X8. 

下 而 给 出 矢 景 空间 的 一 个 重要 例子 ，。 

GEIR LAAT RR HRAW CER, "REM URRAF). «39430 9453 
POMERAT, ASOM LAURA Hh HWA cTHRAR. CREW LAME 
LR, EM furdooRIÉEBHIEN, HMM: 

LARW — (A, a. +, n, RIT (Ru. Ba “SEW PAIR, MA 

w Ew, == tH 0. B. ry a EL) 

2a ker, WA 
` AW, = (RG), Aa, e, m) 

He Ya Dat a2 SC RSEE RT ELE I8 WE AF BE DL Ae, Hop bine 0, 0, 0 …，)》 
MATE. Xx OR OW gs RRESM ELH MAR. RIEA AED, WHF By 
353 RAE Bm E-TEGK, 

例如， 下 面 绽 出 的 八 个 3- 天 最 集合 好 是 GF(2) 上 的 儿 量 空间 ， 

WwW,=(000), 10, —(001), Ww, —(010), w= (011) 
2,—(6I100), 37,7 CI01), we={(110), w,=(111) 
iT ARE ez WR au D) rp m RIS. 

下 面 叙述 与 矢量 空间 有 关 的 儿 个 重要 定义 和 关 论 《不 如 以 证 明 )》。 

考虑 域 尺 上 的 失 量 空间 $ . 

矢量 和 标量 Sth iy 70 3 OK WK, 中 的 几率 称 为 标量 

线性 组 合 ”如果 $ 中 的 元 素 3 可 表示 为 

s— (a, +S, )ERCo, * si) 田 … 田 (or + s) 


* FEN RRA AUG Find GE, 
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HopsRAqT. akir, SDASMS. S. ”3 的 线性 级 合 。 
Seay KS, SeS 是 线性 独立 zi, 如 果 这 个 集 中 没有 一 个 矢量 可 表示 为 E 
TREERE 
‘RRB 矢量 8,,3;,… SM KES SH - “个 基 ， 如 果 它 们 是 线性 独立 的 ， BS a 
办 演 一 个 失 量 都 可 表示 成 这 些 矢 量 的 线性 组 合 。 矢量 S,,S*， ie SAR NER R, 
APT Rees WL, —PpHERRREBAMNKEARAR EHNA. HK at 
£xpRpHTDLdIqsab— 3k. RA ROVE MAM sS EC TH RU CELER. 
维 数 ”矢量 空间 8 的 维 数 是 3 中 一 个 基 的 矢量 数 ， 记 为 Qim(8) 
FEE] MESAPLRRSASHTR, AS 又 是 下 上 的 矢量 空间 ， 那 么 B' RES 的 
jJ 3m. 
BRM SHPAT ES, MS, EMS, BS, ae AEA R A 
HETS. sA TS., 
可 以 证 明 ，&: 田 S: 也 是 -个 子 空间 ， 它 的 维 数 由 
dim (8,695, ) -dim( S, ) +dim(S, ) —dim ( 8,8, ) 
给 出 ， 注 意 ， 当 3 和 8 是 子 空间 时 ，8S 8S: 也 是 了 空间 。 —— 
FAG (2) Ci-A E E BW RARE EE X. WHRR EW, wew 定义 
f] 38. 
1. 因 为 
w= {i a w EHC] * w,) 
ETIA, w, Ruw, Mw, RERA. 
2. i kw mw ZR GE FIORI, BPUUX Bw Mw, 是 线性 独立 By. EB 
XHHEXXSUL wo HES ER PETRO MT, 
S.A. WNW Ee, CRAKRRRTRRNENWARERS, 
w= CO * 20, ECO « w, EHCO * wy) 
12,77 (1 * wy HAC * wy) 
uU. sw ECL € w) 
mw, (lx WwW, HE + w,) 
Wr = CE 8 w, ACI =~ 10 HA e w?) 
MURRw,, w, Aw PR TW 中 的 一 个 基 。 
PEH, REW, ww ART TE, 
4.FUSW igi rjf mE MAW 的 维 数 等 于 3。 
5 .集合 
W = {Wg W, Wr Ws} 
和 和 
W’={w,,W,,w,,Wr} 
EWR FS. ALE, (W, w W's, w, w JAW RR. TE 
din(W')-23 
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din(W "1-2: 
6.3] RW ' IW "rpm XL. ABA 
` WBW’ S= (8g, 10,,00, Wa, Wa Ws We W} 
7.W'EEgW "Ry e e t Pa he 
dimcW 'EgW ^» —dim(W ' 3 J-dim(W?) —din(W ' nW") 
zÉ4—dim(W'nW") E 


因为 
W'nW*- (ww, 
我 们 有 
dim(W'(;W*5-1 
于 是 


dim W 'HW”) 4-1-3 

He, CW'AW Wee. (8E 3) ER. 

FRANKEL ME LER REZ HKA H, 

ASAS BP LIA eee Ss i, SAS "存在 一 一 对 应 关系 . OE TF d fe 
成 立 ， : 

1. 如 果 S 的 矢量 s; 和 ss; 分别 对 应 二 S' 的 矢量 s! 和 8;， 那 么 矢量 s; 航 :对 应 二 A RESTER 
$:， 其 中 田 和 从 是 在 S 和 S' 中 对 应 的 运算 ， 

2. 对 于 中 生意 %， 央 朵 5 对 应 于 5' ,矢量 wk* SXDECTÓACRo4AS'S Hop 种 处 是 在 Ss 和 s" 
中 对 虚 的 运算 ， 

FURS AUS? 是 同 构 的 。 

SERF Ens CBS )Sdün-5c RE nA ACRES IW, SRE, ss s By RSH 
HTE, BRRNE SPM RBS MT Wp E (8,8, , 7,0) 8 BL BC m (9 
«8, ERC +s.) (a, * S2. PARE, RR -- RRR MT SAW 之 闻 的 
AH. TH, Gi DRE €HUe. * 

定理 4.1 RPL nHEA REIS RS F bEn-A RET KES IW hy. P; 

LRERRETRESANSEZAM ERRA. CERERI LR BS i 
TURE poto n- AE Re eB E EW SE VETT SE. 

结束 本 节 之 前 ， 再 介绍 两 个 重要 概念 的 定义 

a 


AB ORAR ues. 


30, — (8, , 0, ^, 0,) 
以 及 
弛 :三 (有 6) 
是 了 上 ?~ 矢量 的 撩 量 空 闻 寻 中 的 两 个 和 撩 莉 。 记 :和 2 的 点 积 昨 一 个 嫂 下 定义 的 标量 ， 记 为 


* ga, ce, OMA FH fg Se n8 BR, 
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«Ww, SUL» 


CU, Ww, 98, B, Eos B. be] ou B, 
举例 ， 如 果 
w,=(0 100i} 
利 
w,=(1 011 D 
那么 
«OO, 10,77 —0:12-1-04-0- 12-014 1:1 
一 0 十 0 十 0 十 0 十 1 
=] 


Kew, Nw EHEER, WRCw,w>=0, KORA MAW, Mi, RE 
w,=(1 10 1 1) 
7 
=(11100) 
AGF (2) bE RK, AB 
SOUS, Wy> = 1-1 +1+2 bO-1 -1-041-0 
= 一 1 十 1 十 0 十 (0 十 0 
一 0 
Witt RW Ww Wü i zc-T- 5] sf], WRA FSH PHE-KESHR— 
完 间 中 每 个 的 矢量 都 正 交 。 
WHET FS SEW BW fe Ee ANS, MRENEA TES, HEM AR AW' 
FAW "y AR EIS IW, 
Piw, PDEXIEGF(O)E3-/AX4EHg 3E RSW, ERT RES oP E RW 
(t0, WU, Wr Wa HW " — (10,00, ETR EE, n1 DA SEU] W’ ew a eS Ww, 
内 此 ， MEE CPU NIS 


4.3 图 的 矢量 空间 
本 节 将 说 明 煽 样 使 一 个 关 量 空间 与 一 个 图 相关 联 ， 并 拱 旧 这 个 矢量 空间 的 两 个 总 要 子 


空间 ， 

ZIEBIG-(V,E), OW BEMMAFTHRMES, KWH SRO. BEE WE 
是 多 下 的 阿 贝 尔 群 由 是 集合 间 的 环 和 运算 。 在 适当 定义 了 域 GP(2) 和 三 e 元 素 之 间 的 RE 
Jk, BERGE AW BGP (2) EA eS a, 

TEE A Je FF EH, 

1.W aep TAE nig. 

2 .四 是 结合 的 

3.DEA clei. 

WH, XIW ap en WHE, 
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E, 2 -—E, 
和 
E,@GE,=2 
FE, HTEO, (ERO CAE ASM. BUCW EG THM NE, S 
是 矢 景 空间 定义 中 的 第 一 条 要 求 。 
E r HGF 2 ) 利 多 os 元 素 间 的 乘法 运算 ， 并 且 定 义 山 下: 
SEW oh EXE, 
l+ E =E, 
ux 
G+ E,— e 
运用 * ig X. GRE ZLUESTW alt 26 3R E EK RS A On FILTER, 
XPPGFE(G)-(0,0 0 81£ 21,635 «AS, VDRWOPHERSRE ARE, Ug 
V. (a4- B) * F= (« EODH + E), 
2.0 * (EE) — (0+ Epa e Ej), 
3.(as8) + E,-- a « (B * E,), 
4.1* E, - E, 
(Hd. LJÉGF(DYBEDRA. ) 
BEAW od& GF C2) E jf c 25 fl. 
MRES {e,, e. ©, Co}, MABMAR, Fle). (62. ocn. (CN RWW, 
Bj— T3. Few ohm, WGP, 
BAGHETA S TEATEK- TETE, HRH (RAA), (£0 
Vi XLSE FR RRA ET ENA ESTO. MURER. GRAY PERRE 
ABEG EAR Ss lal, MRIS EXER X: 
WGA ENF FAG, 
LGG, 
H 
tG =Z 
这 是 不 乌 食 顶点 和 过 的 空 图 。 
这 个 矢量 空间 也 可 用 符 导 多 5 来 表示 。 注 意 王 oo 包括 了 空 图 中。 
下 面 的 定理 总 结 了 上 虎 讨 论 的 刍 洒 ， 
定理 4,2  XPDpÓDÉmiohmEG, WEGO) Emi gs I e 
ARH, AARMAW RSF, REA TOES Pie hea 
in] “TRS”. H, PEE 0125 IB eB A ie ALA KF B8 152 98 IB PE Ni. 
ST aE AW oA) FIFRA FS, 
DOW. BiG ira Ble Com e) Mb ACh Sag 3r B KA. 
2.W'.,, MG BATE (ISAS) 和 边 不 相交 制 集 购并 的 集合 
- 电 我 们 证 明子 克利 允 s 在 党 ( 印 环 和 盖 算 ) FEAR, BETH HST, 


FII We WAGHE E TARR EATERS, EG 的 KRW, 
Erf RE, 

证 明 

半年 晨 3.1， 一 个 图 可 以 喜 示 威 边 不 相交 回路 的 并 ， 当 且 和 级 当 搓 中 每 个 预 点 A 
fixe. 因此， 可 以 把 亚 c 当 帮 鼠 的 所 有 过 导出 子 图 的 集合 ， 其 中 所 有 顶点 的 度数 郑 为 

ZEW PER APR EAC. HC,, CMC, Rar A RA Ew BAR fy be) F 
FR. SC, RRC MCL WHA, ATE, AACE W., ARINC, bhatt 
应 点 的 度数 都 是 偶数 。 

SEC PME ay. BR, KPRABLR FAC AC RR op i G 
XC vig XGA Ef, i1, 2, 3. 9 [XJ RX pw, FBX YC, 
Mom eR. gBePGXQ DU 区: 都 是 偶数 ， 共 中 茶 - WEM E. Mo | 不 为 零 。 

HwC,=C,Oc,, RINSE 


^ 
n 


X,-—X,(X, 
TR 
Xa = Xj + dX, —2 |X. Xj 

内 为 区 ,| 和 | 区 ,| AREA, A EA BB |X| EB, Cho RERE 
数 ， 央 为 这 对 C 中 所 有 顶点 均 成 立 ， 从 而 等 出 C, 属 于 W。。 定理 得 证 。 ^ 

W eni EI G ét LPs T 2s 8f. 

LICET IOENSISERUD TET TRIOTUIETSREN-TBIOLIN LS iy FC, 
RIC,JEGH AR SERA, AIAPE ON ERB, CX E, CUN C Ind 
FW AFA, CMC MRA, MRO RR, im. Clay BIO Don 
He WB. Bt, Cae TW. 

"FE Eu iS Hot x SA AE ERA us RW SIME EI 

HEFED.TAIAM PRE AN RA WR AIE, Y 是 扣 mig 
AGVEHRISEW s. SEXO UE UL W sR EIL MEE. GE TOR, disk uU 
了 Ws 是 Ws 的 个 子 空间 ， 

定理 4.4 图 G 中 任意 两 个 切割 的 环 和 区 是 图 G 中 的 一 个 切 制 。 

证 明 

SyEG=(V Epa pws, T4V,,Vpo, S,-V,,Vo, BRE 

V,UV,=V,UV,=V 


V,nV.-V, nV.-g 
A=V,nV, 


B-V,nV, 
C-V,nV, 


9 * 


% Ps Zr ty 
M "Ug A pa 
% “Pa 
. (b) 
ie 
v 
Ly y, 
2 X 4 n 
LA 9 73 
Te 
74 Us 
EM 
(ch te} 


Bl 4.2 (ORIG, (oGHTAC,; (MGM FRC: CGH FEC Qe. 


| D-V,^V, 
ARAR, ROA, B, CADERAAEH, Kut 
S, —-cA'B, CUD) 
-4À, GUA, DUB, © U<B, D> 


S,=<AUC, BUD; 
=<A, BUCA, DUC, Bu<c, D» 

Tih, Hel 

SS, =A, OUB, DUCA, BUC, D» 
内 为 

(ALD, BUC»z«A, OU<B, DUCA, BuU<C, D> 
所 以 8: 外 :可 以 写成 
§,88§,=<AiD, BUG 
AU DAB CHEM, WALEASTV RAMI, KAS OS, EG 


AS A, TP Re BS. z 口 
TALS as TA EB ye SP TSE, PERR RERI a 
控 论 4.4.1 AGI GE f i T 2075 AB os FA ESE G f UE. m 
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WAS, He. 4 1a, W OP AURA. 

进而 ， 册 定理 4.4 可 知 ，WW :在 环 和 运算 下 是 闭合 的 。 于 是 ， 得 到 了 下 后 的 定理 。 

定理 4.5 CANNER RAR SEO W a, BG AREE Wok -f 
- 口 


Sij. 
W mi f G ijs fru nl, 
BSDAXCEUBERE REA. OME, HRR. RECHE ARS, S. 
S,-Í[íe,, e,, e,, Za, Ca, ar €i) 
=<V,, Vi 
S,-ie,, €,, C1, €,, €i) 
=V; V 


Vi={b, v, vj) 
Vi={v,, V, Pa} 
V.-—ív, v, U5} 
V.-c(v vy, Us} 
因此 
S.QS8,-(e. Es, Bg, Cr, €) 


AV NV Pu vu) 
B=V, NV,=.{2,} 
C=V,NV,={0,} 
D-V,nV,—ív, v) 


MAARE, BAS OS, —fe,, 6, Ca, Cr, Cad HE WA nk (Un E NU 4 SCRI BG 
HN 


8,D3S8,=<AUD, BUCO, Va 0, v. (*., Vs} > 


4.4 [38308 S FS Hee 


7E CU HE B I ES A A 4 3- 2: Feo ESS) SET RO ERREUR. GEYDUbx E 
iD) Ay by T ER SE s LB Du dk dc pul p DOR 基 CERE. ot 8 S R BRE 8 
ma. 

TERENDAM, má xi TE Fe Gi — hp. TAY FECI. ben, 
Dear, FERIA WC, , Ca, Cupane o PC, AUS, A) IE AEH AFC, Ab, RO AE Dn FRU AL E. 

HEX, BBR BREAKER, KALE LAME APY. F 
JE, 2A PALER TRA RH eA BDERHUQIBAL CAI, RRAC, Ca o 
Cyn eR, 同样， 因为 每 个 基本 淹 集 只 包含 一 个 树 支 ， 这 个 档 支 又 不 出 现在 其 它 葵 
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AAR, TEARS, S arene 

X TRE, Co Cua (Si, S, Saa) HR TORDIR C SE) zt 
— T, gf] V Ee a z Bore B p TAT K RRC CS, ) 的 环 和 和 

SECO CSAMER TAC, PECURE Go cu. Ce 令 C RAMAN 
Co Ga ove C, HII, SR, EX CS. Gop on G IBXETE CT P, COS BERUR 
TECE. AACA REX, MEERLE., MAC SCARIER. 

现在 米 证 明 C' RENE, M PRR, PA ABRE, C OCRAAHX. m 
FA. AA, HECERA, dp xk XE4.2, CELLS SLE SD T sc 
B. FE, Xx SC'OCUdR €BÉUEXIB. WUC DC REGE. 这 就 意味 着 C=C'= 
CBC. BBC. BUCH BI Rs Fb PR I PRATAR IRE CHA, 

TAS PLA AE HY LEUR, Gt fg T s EPERRA T REL REOR RAS A A, 

TE, ATR. 

定理 4.6 REMAGRA RPA, migih. BH 

1.34 POR — A 5 pr 95 Ae zs Dd AR 6 G* Bg lel BST, WEG 
SS Hae m—n-41, HOSE, 

2A RETOR- e RAR GE ANI HR TG 
的 割 集 子 空间 的 一 个 基 ， 而 且 GR SSR ss ls aE 
XkSR-yn—1, PGR, M 

WEN. FERC RR BAO, as 

+ Ch “At pK MB PE Se BO FO AS REA LB fO RUE I 
MAHERE PHARM T GH SNe 
空间 前 基 。 于 是 得 到 上 述 定理 的 如 下 推论 : 

推论 4.6.1 WRAGHAN SILA, MAW Al 
PTH, BA 

1, Gf EU 3-53 R8] EE FG) AE em — m - 


2. Gift ACT ze e ag AS TGI Rp. O pis 

ORE GAAP IEER AL OPUS EEG, Hb, bu, ba Do BREED T CIS" B. TH 
TERA, Co Cy, Cais, RRO MFC, CC, CHIG MAME, ,C,, 
C,,C MC PRU THD, ba bu, bLRHEOCESUARS,, S, SMS ,得 出 如 下 


C,={¢,, bi, ba} S,-íb,, c, Ca? 
C.=fe,, b,, ba, by} Siciba CQ Clo Ci, Cnt 
C= its b. b S.-[b,, Cr, Cy, Cy} 
C. iC. b. bY, S.cíb, Cs. Ce} 


C; {e,, b, bi) 
T sun. b,, bs, Cs, Cy, Ca MCs HR T HES C a REB, Cri ei TU! ra 
RMB, RCM PGH MRSS, HOS Cia Gitte. c. ees, Wye 


a4 


4.6 以 前 前 讨论 可 得 ， 世 应 等 于 基本 回路 Co，C。， CAC RAM, GERM ap uk EI Fa 
CDU, +C C; =e, b,, Oy, UsiGles, by, BIC, b, USD 
(65, ba, bs} 
mdb, b, Dan Cee Cy, Cy, Co} 
-C 
THRE HAb,, by, c,, Ca CGHREHAS EASE ARD, 6... MSY I 
WES, FUS AGERA. JCIEWSPERINEEJATT.: 
8,98, —(5,, Ci, Ca}B{bs, Cy, Cs, Cy} 
CCRT TE, RIEATA— TERRA, T Tx tb pE g de py 92 n nj 
AIA, JARÉ HAE HH AOE PP E I 2 AD A. 


4.5 回路 和 割 集 子 空间 的 关系 


本 节 中 ,我 们 用 图 如 的 割 集 子 空间 子 图 的 特性 ， 得 出 G 的 喇 路 子 空间 子 周 的 一 个 略 心 。 

在 2.8 节 【定理 2.14 ) 中 已 证 好 回路 和 齐集 有 BARA. I BS n 
的 演 信 了 图 是 一 个 国 路 或 者 是 过 不 相交 回路 的 并 ， 而 且 割 集 子 空间 中 的 等 个 了 图 是 一 个 ，… 
集 或 者 是 边 不 相交 划 集 的 间 ， 所 以 下 面 得 到 了 定理 2.14 的 一 个 直接 结果。 

定理 4.7 TG GB E T ZI B EC TUE S GB S ux Bp BERT AE 


m 


公共 这 L 
Tan AG E BEA E NN EJE Fe BH A at E 
定理 4.8 
LEA CHTISRFGHARFS, MRESOCHAEFSR ROBT ERAT 
公共 边 。 l 


2.R] G 8 SARFCHRRTSAM, WREG H DATER p 89 AFEA TL C 
公共 过 。 

证 时 

1 不 失 ~* 般 性 ， 假 定 G 蚌 连通 的 。 当 G 不 连通 时 ， 叶 按 完 爹 辣 样 的 方法 类 征明， 

ST AGM — PRA RR, b, ba RRT, Cu Cn CR RTRHWEZX. 考虑 与 
CHARTS PME + TAA BRESIMNGHE—FAC, ¢R-HL, MECHSE 
E Ec, Cyc. SC RRAMMTBMC.. Cy, 0, CMH KRERC,. Ca e, CL 
HE, 

ipud, Che, €, c 0, APARPER CHE, KU CRCHKURES. 

CHEM BH AC 与 Gh 9) Ser ^t RT AIR HR. WOH 
SLAM, HOMC'qgCaadiumudm. 

WER C' SBCA, MRELHAE, UC BOCKRACHE. SiC Ch ff 
$8 x. PED ERY POG AE A BS C BC Ze WEE AE, FW CO DC HR HA 
AUR RRS JE, BOLE RDE SAAN TREN. Bt, C'OOCHLNGAJÉSE. KACE 
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=C,.G60,06--OC,, TiC RFGA FBS ENL P i C: 

2. x Ay nj BS] E P DE RE ET. 

4.6 回路 和 割 集 子 空间 的 正 交 性 

E. lmfóg, RE Hiid n-kAUE SSMO Ji bEDÉEnD-ASEOS dE D Ee. 
Ti GHUAGUEBIWIHGF(D LAMAN RR Sly, Heme Gay ute. 

Se, Eure, CRARGNMAWARZRNS GAETA STAGA S mex 
mw, SES A 4eSEG Hh, nde I PREFS 1. Re, WATEA GRE C 
GPG AMM PK Ew Aw, Alon, A wy 2, BiSL ATL, BRAT) XORDUCH 
BELT We AIGE (2) be ay m0 - FES RREK PE ZR. SEE, ARE fe}, en 
Cu EA W ERE, WAw ATK AAG AT eA RE b 

STAM, RIL EL ULIIW RA PAGEMAKER MA m- Oe 8: RT 
Wd, FW SR AR GRY ARpA TRR oe ES, IB WERE GH 
RTE IP rp gU TAE ge See HY Aog. 

AEG ASwOUW, GEERwak Wer, wr Wap. HA Web nm a 
Whi TEARRE AA, MARR FUBICU, ws CP 1 的 境 2 Fi, 
Hw, w,-—9. BAZ, Woduüm-AEtN Wa m-xEGGSHIESN TEN K 
iti YY AE SH 

定理 4.9 IMRT SRR, 

PAS RAW GW.. BNA 

dimcW .E£3W 4) -- dim(W,)-Edim(W ,) -dim(W 0 W 3) 

EL Zdin(W .--dimcW)—m, Wdig 

dimcW AW ,) 5 —dimcW nW) 

A dfendimcW. 0 Wem, uou ESA W RW abf WIE Hem. Hol 
Z, HSHfodim(QW.nW.,)-o, BIW.OW.:LBCOBOGXCSOSOEBEAUAKEE, UW LAW. 
ATES EAS, TES BAP BÉ. 

定理 4.10 RR TARW OW oR, Ye VIVYV 下 
ERR. là 

假定 三 $0 Wo KIER TDS, WM BW, PPR BABAR RM GU uy, Mop 
UEW cp, WHEW, HS 2, GNROER MARR THEA, Ip. +s 
FARTAR SSH. A-TRT METS. SWRA GK RAIR Est. 

Re W MWe KARE. WARREN- ATE RA TARE KORIN 
W,mW.ptrEitL CPW EP ERE. GHA WS DW GM. I EC 
RRA. PARRER, WFAA. i 

ELN BAGTAARAT TERRA, RS FREGMAR TS, * 
—TEGH HRSA, Ll 

AEREE WI aR 4.4 00 [ 4.57. 


举例 米 结 束 本 节 ， 

$e Ps ACORBUA Ga。 可 以 还 明 ， 这 个 图 中 没有 一 个 非 替 子 图 刷 于 项 集 布 叫 路 了 从 
Mfr. FE Ga 揭 制 集 和 回路 子 空间 足下 交互 补 空间 。 那 么 对 应 于 Cat 41 URGED 3 
At Sk AA REG HRT GARE SABE, PMT he, eus es Me tm 
fy Ha ROI RAS LA A RERA A: 


RMR 
S= (1000110) 
S,—{0100110) 
S,- (0010101) 
g.-€0001001) 
BEHR E 
C,=€1110100} 
C,=(€ 1100010) 
C,=(001 1001) 


图 4.4 CG, MAG 


MATT, FTRERTUORAR—-TARREA-THRERWH A, Ble 

代表 Gs 本 身 的 矢量 (1 111111) 可 以 表示 成 : 
(C1111111)-S,8BS.DS, pC QC, 
=(1101L001)GC 0010110) 

HC 110100) DRAGER PUM, mi (0010110) REG PRA 
It 

"F iii $38 E] 4 ACD RAUFEG, lhe, e:e fle, PRAT ~POAM, ilg LAM S 
AW. TRAE ASIF S RARER SS MRS, Gee TUR 
能 出 C, ftri] Sc IL Be ZS AE ARH. Phi, AREA, AE 的 
4h TG. EAGT. OLE, DS 


(2 


aS A TA. 
G,- (ei, Zn es}Dle,, Zn e) 
EA Pe, en EEGA — 39g (e. 65 Cek t BER. 


4.7 进一步 阅读 


文献 [4.8j] 是 有 关 加 的 矢量 空间 的 早期 论文 ， 并 且 还 讨论 了 构成 具有 给 定 回 路 集 的 图 
的 问题 。 这 个 题目 的 进一步 阅读 文献 还 有 文献 [4.4] 和 -4.5]。 


48 习 题 
4.] GEB, 由 下 列 边 集 所 构成 的 回路 组 启 了 图 4.5 所 床 图 的 同 路 子 裤 问 的 基 ; 


ie, es, €, 0,15 16i, 23, es er (0, es, Ca} 
42. —THAMSRSAR BERTRAM RUMBA EA: ANA EIE B RS HE EE 173 
EACH AR T IC REIS BUR P SEIS — e ak 
4.3 MRAGHRE*s, HA, RE: 
( a ) GIS HUST SS IB] STRE HUR P a 


2: (2^ — 2°) (2* — 21)(2^ — 2) (2^ 22771) 
C b ) GB B T s in] wy e o AS 7 e] PERS CAST 

i 

u! 


QP 202" — 21)(2* 22!) (2* 2") 


45 Fa 4.4 


4.4 对 于 图 4.6 所 示 的 图 各 ， 得 出 以 下 结论 ; 
CQ) [B BR-F 5E NE NMEA, PEIRET GEHT. ERO E RIS BEE. 
Cb METERS, BORDURE TY GÉG(L-— ERM RO XX HE, Hh RR 
mH. 
4.5 Ca) MIRA. GER AAC AY RAL Bi 25 [8] Xe E28 G R RES jR] IE IE TE Fh 
Cb) RAT FIEBAT BUEdORISG. — T Boe ARFS BPR NRTA. 
4.6 TEA: iBUXU SO] T T XI RES T TOA, 
4.7 证 明 : BRAE- TAR RRS RAT ORS, BAH SH RK 
4.8 WR-PFRMMATRE ROSH A, BARRE REN. wR udi. 
(a ) BRR ET ER M P. 
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4.9 


4.6 


€ b ) RURERU A SUR oS ope 14 Y f Re, MAREE -条 生 J 中 但 不 在 I 中 的 De 
LU (e) Rr fi, 
REESE, GRÉ 23.8, 
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第 五 章 有 向 图 


在 前 面 四 章 ， 我 们 讨 沦 了 无 向 图 理论 的 ~-- 些 基本 结论 ， 但 是 有 些 情况 却 泡 法 用 克 商 图 
来 去 示 。 销 如 ， 在 交通 网 络 的 图 示 中 ， 每 条 边 表示 一 条 街道 ， 而 每 条 边 需 要 给 定 - -个 方面 
区 未 出 交通 流 的 人 允许 方向 ， 双 如， 计算 机 程序 可 以 用 图 来 模拟 ， 余 中 每 牺 边 表示 从 一 纪 指 
信 到 另 一 丝 措 令 的 控制 流 、 在 这 种 程序 的 表 拓 中 ， 和 需要 给 每 条 边 指 定 方向 以 表 朱 位 制 流 的 
闻 向 。 上 电网 络 也 是 一 个 需要 首 有 向 图 来 表示 物理 系统 的 例子 ， 在 第 十 一 瘟 到 第 十 五 章 中 
将 讨论 有 向 图 的 应 用 和 有 关 的 算法 . 

iid Tei Se HU TE BE JU AER GE, HEIER PR EH TL TE TE 
FEM, MHA ARABS HRPM RA. 


5.1 基本 定义 和 概念 


首先 引入 风 个 与 有 家 医 查 关 的 基本 定义 和 概念 。 
Y QV, EVER. AKAROA RRS foc KOH HRE 
. RMA A 
eoo » “RAR AR ARR. BSE, € RRRA a RHA R. 
MRE = CV, Vi), Jo fotu A Kip, | fre mpm. v ; Up Ae; m A 
Lap» 是 具有 相同 起 点 和 和 终点 对 的 边 叫 做 平行 边 。 LY ER RAD 点 又 Rim 
m We DY BLO, AKAM. 
FE Sed AS Bel ae, TAL UR BD SK RU A A DIL SE I R 
RRR. WO, BSW ARR BARAN GRRE i, 
lM, BAER 
Vs{v,, €, 9, Vy, Ve, Va, Vr} 
E=({e,, €,, €,, €,, €x, Ce, €i, €4) 
其 中 
e, —(UV,, V4) 
e,—(VU,, v) 
€,- (D, v) 
€,—(U,, V) 
e,—(tU,, Va) 
ea = (Vs, 9.) 
€,=(P,, V4) 
0,77 (Us, Va) 
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WA, AAKG (V. EWS. Bi. e Met A, eeg. 
RMR YO, WR ARR, WALA DU 

EER HAMM VARA ANTE, MEM LE. 
AMAR A, ACROSS. MRA STA eee, PL 


Wi s&v, PY edv) c OA WE I] i XC VRA Hed" (VDES A Sl vg rix, dium 
只 (0 是 由 芒 射 出 的 边 数 。3* 和 有- 分 别 表 未 有 了 网 图 中 的 最 小 出 度 和 和 人 许 ， 而 全 和 寺 - AE 
示 最 大 出 度 和 入 度 . 
ATER MY, RAT OAT CoM LHF: 
I'(v)e(w|(v, w)cE) 
T-(v)= tw jw, VEFE} 
例如 ， 图 58,1 中 的 (51) 一 fs 0) RIT (QU) — My, Vy, 90. 
注 态 ， 革 一 项 点 上 的 自 环 对 这 个 顶点 的 人 度 和 出 度 的 贡献 部 是 -- 样 的 、 每 条 边 对 有 向 
图 入 度 之 码 与 出 度 之 和 的 贡献 都 是 1， 下 而 的 定理 就 是 这 个 事实 的 结论 。 


Ep s.t dir 


定理 5.1 duci. AZGdH—idHEZES8—m, btm BAR. tj 

43 VT T SERIES ETC UE B A CE ILE Rf 2). 

ASH AE a EL GE LEE 0b E I Ti G ROEA A CES, 3k 4- AE RIJG ILE UG. 

AMEG, Ep i — RARE EDA., V, oe, vu e RE PI. EL 
(B21, 2; 是 SG 中 一 id, iick, “SES it T UON A, v Ate, wii 这 条 
道道 的 起 点 和 终点 ， 其 他 页 点 叫做 内 部 顶点 ， 一 条 有 向 通道 的 起 点 和 终点 叫做 它 的 端点 ， 
注意 ， 人 在 一 共有 了 而 章 道 中 ， 这 种 大 点 的 出 现 可 以 不 止 一 次 ， 

2 ee ee Ms 

UR AREIS] i st RA, UR as. nk ae AT 
G WARIS, MRE n 

mq A Etpa WERE MEZ, 


如 果 ABIA A) BLK T A FUE PS [ENS WIAA A. 


RAE LEUR RUM, RUMOSOESRÉS. MA 5.2 Bi a Aa HL 
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t PE ARAMA Ga, CRRA GA. duis 
5.20, WAFIY, Va, U. Va Ua. UM, ATA, 

在 有 向 图 中 ， 轨 迹 、 路 径 和 回路 的 定义 和 无 向 图 相 类 似 。 

如 果 一 个 有 向 图 的 基础 无 向 图 是 连通 的 ， 那 么 这 个 有 向 图 也 是 连通 的 。 

姐 果 有 向 赂 人 G 的 一 个 子 图 是 Gu 的 一 个 片 ， 那 么 这 个 子 图 也 是 局 的 一 个 片 ， 

如 时 有 沿 图 G 中 存在 一 条 从 顶点 2, 到 5 的 有 向 路 径 和 一 条 从 顶点 9 到 的 有 向 路 生 ， 则 
Fede 4e IR OU TOR B Je RE MM OL DOS EUN D BE. OE ORO BEAD, 212A 
LEA OX v d 2 

AROUND EMED; ONERA, WARREN, VOX 纹 也 是 强 连 M 的 ， 
ace aL, PODER RU, vai UN. 


r va 
» 1 i 


f; 


vg 


% 
名 5.2 ARAHAN 图 $。3 BARAN 
一 个 有 向 图 基 强 连通 的 ， 如 果 它 所 有 的 顶点 都 是 再 连 通 的 例如 ， 图 5.3 所 示 的 多 是 


mayo. 

AAG OA ET COE EA. ORR AY, BAT LA 
-AE Bea. 

考虑 有 调 图 如一 (Y， 卫 )， 容 易 看 出 ，G 的 每 个 顶点 仅 出 现在 马 的 一 个 强 连 通 片 由 ， 于 
是 ， 强 连通 片 的 顶点 集 构成 了 图 C@ 顶 点 集 V 的 一 个 划分 ， 

俩 如， 图 5.4(4) 的 有 启 图 有 三 个 强 连 遂 片 ， 即 它们 的 顶点 集 {2s， v,, v,,vst, 00) 
TRie.h, RE RARE TORTUGAS, Va, Va, Di, Ve, DUE RAT. 

TEACH GEES, EE B AUS AS EE. te. TERES (a), 
Wer, Pea Cr, Co Me HU TE EM SR IE HP, 

这 样 ， 强 连通 往 质 虽然 导出 了 顶点 集 的 划分 ， 但 不 一 . 定 能 够 时 出 边 集 的 划分 . 

并 、 交 、 坏 和 以 及 其 它 涉及 到 有 向 图 的 运算 ， 其 定义 与 无 向 图 情况 下 的 定义 完全 相同 
{ 见 1.5 节 ) 。 

把 有 向 图 G 中 每 个 强 连 通 片 的 所 有 边 都 收缩 后 所 得 到 的 图 叫 客 G 的 边 缩 图 G pin, 
HIS. 4C) ROLE RT RIS. 4 CD) BEAR. 

G RESET o HI TAMBRA ER i 

存 向 图 的 秩 和 零度 与 所 对 应 无 向 图 的 相同 。 . 这样， MH PUB G 4pm 43) n E, 


7 对 原文 作 了 部 分 改正 。 一 一 洋 者 注 
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(oz, t3, Vy. Pal 


ta {b} 
f5.4 ARACHAR A 


POR, WAGER O MEE oH ERY H 
P=n-P 
fü | 
下 一 入 一 天 十 上 
下 面 来 定义 最 小 连通 有 向 图 ， 并 研究 它 的 某 些 性 质 。 
如 果 G 是 蝇 连 通 的 ， 而 从 安 中 到 走 任 一 条 边 都 将 硫 坏 图 的 “ 强 连通 ”性 ， 则 称 有 锯 连 
WING HEAD B, Blin, E 5.5 就 是 最 小 连通 的 。 
a. FUME SAMAR RRA I, MORE BI, 
我 们 知道 ， 无 向 图 是 最 小 连通 的 ， 当 革 仅 当 它 
E- -个 树 ( 习题 2.13 》， 几 定理 2.58. — TRI 
至 少 有 两 个 顶点 的 度数 为 1 EB BGI 
天 也 至 少 有 着 个 顶点 的 度数 为 1 ， 
现在 ， 对 有 疯 图 推 芝 出 相似 的 结论 ， 在 强 连 北 
有 向 图 中 ， 因 为 在 每 个 顶点 上 至 少 有 -条 边 射 人 和 和 
- :条 边 射 出 ， 所 以 每 个 顶点 的 度数 至 少 为 2 。 修 后 


的 定理 将 证 明 ， 在 最 小 稚 通 有 向 图 中 特 少 有 阿 个 顶 
点 的 变数 为 2。 l | 
定理 5.2 共 玻 小 连通 有 向 加 GG 具有 一 个 以 上 顶点 ， 那 么 G 至 少 有 也 个 度数 为 2 的 
S. | 
证 明 


因为 G 是 强 连通 的 ， 并 且 会 有 有 -个 以 上 顶点 ， 所 以 它 至 少 有 … 个 有 向 厨 路。 这 样 ，G 
fe EB. 

我 们 将 通过 对 严 的 归纳 来 证 明定 理 5.2， | 

如 果 K 一 1， 那 么 G-…- 定 是 一 个 有 向 四 路 ， 内 此 定理 5.3 在 这 种 情况 下 成 立 。 

假设 定理 5.2 对 所 有 零度 K<k 的 最 小 连 道 有 抽 图 成立 ，k>>2、 现 在 考虑 上 = 下 的 最 小 演 
VC, RAT TEW EADS 2XIEG UN 


FR 


下 面 分 网 种 情况 。 

博 况 1 .GG 中 每 个 有 向 回路 的 长 度 为 2， 

TAMAT, G [S 4E 3X PE 1 AE TUE FPE CI LA LEAL E, OG 是 与 如 有 
初 同 顶点 集 的 简单 无 向 图 ， 其 中 两 个 顶点 是 吝 搂 的 ， 当 且 仅 当 它 们 在 台中 是 邻接 的 。 因 为 
CAH, RUG DREN. 554. AASCKREAKEAKT HER, MUG REA 
Bigs. Gee, QUARO ARM. Biter ace. sole, G SAAT EA. AEG 
中 的 度数 为 2 ， 因 而 定理 对 这 种 情况 成 立 。 

情况 2 GHP RAE I 3 RC, 

BeGRRMEEH, MUCTCHERAMISRAMMA-AU. KARRAR 
却 没 有 边 。 

RC ALGER CAAA SIRS, Gay (m) 条 边 和 入 一 十 由 个 顶点 ， 
其 中 PR、N 分 别 是 GG 中 边 数 和 项 点数。 因 上 下 ，G' 的 零度 等 于 

(m--d)--(n—l4 1) 2k—1 
WAG LEMS, HERBERTA, vA NTENETB SUED HU, MRE 
PAPA Chine, ) ECHR, SEA Cd x T DG. bx EE oy, WERA 
2. Jct, vty RE Grp ERA 2 的 顶点 ， 

HT, Re, Me, PRECHMS, Wav, 和 2: 就 是 G 中 两 个 度数 为 2 的 项 点 。 

TEZER, — Lj 

本 节 最 后 来 定义 准 强 连 通 性 质 。 

在 一 个 有 向 图 中 ， 如 果 对 于 每 对 顶点 ?1 RH. FERA, HAE AD. ea 
lian XE vp. von. 


m 5.6 aE aE 


5.2 图 和 关系 
SrX— {YZ ,Za 上 上 的 二 元 关系 是 天 的 有 有 序 元 索 对 的 组 合 。 例 如 ， 如 果 集 合 性 是 出 


~ 


ANB RI, RRR “ode MILT” XOR. BAHE (X, X ) SORTE NX xu Ju 
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子 ， 也 可 记 为 XiRxi。 

一 种 最 普通 的 方法 呈 用 有 疝 图 来 表示 集合 上 的 二 元 关系 ， 黄 中 顶点 代表 的 元 束 ， 
WRB MS RAMA AR, 

例如 ， 集 合 X={2,3,4,6,9} 上 “… 是 … 的 因子 ”关系 ， 如 图 5.7 所 示 ， 


图 5.7 RR CoR DAT? AAAH RE 


ABERAT X-1x,,x,, | RX EHAR. 

1, 如 果 每 个 元 素 % 在 关系 R 中 对 应 于 它 自身 , 则 称 民 是 反射 的 ， 即 对 于 每 个 区 ， 有 
x,RX,, 

2.5 x,Rx,& Sx, Rx, WARE RY, 

Song Rz Fx Re, eT xR, HUE RE. 


~ 


~ 


等 价 关 系 ， 那 么 就 可 以 把 S 唯 一 地 分 成 子 集 S,,S,,…,Ss， 使 得 8 的 元 过 < 和 yg 属于 S,， 当 圭 
DUSzRy, FPES, S, SMM HRAS 上 的 关系 民 导 出 的 等 价 族 。 

BREBAXHEBRAR, WA T 

1.“ 是 … 的 因子 ”关系 是 反射 的 和 传递 的 ， 

2.“ 等 于 ”关系 是 反射 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 因 而 也 是 等 价 关系 . 

表示 “反射 关系 ”的 有 向 图 叫做 反射 有 向 图。 对 称 有 向 图 和 传递 有 向 图 也 可 类 似 地 定 
义 。 我 们 对 这 些 图 敌 下 列 观 察 

1. 在 反射 有 向 图 中 ， 每 个 顶点 有 个 自 环 。 

2. 在 对 称 有 向 图 中 ， 任 意 两 个 相 邻 顶点 间 存 在 着 两 条 方向 相反 的 边 。 因 而 ， 如 果 把 一 

条 边 想 象 为 两 条 反 向 边 ， 就 可 以 用 无 向 图 来 表示 对 称 关系 

3. 如 果 G 牛 有 -条 从 v, 到 ?的 有 疝 路 第 ， 那 么 边 (vy, v.) 就 出 现在 传递 图 G 中 。 


5.8 有 向 树 或 单身 树 


在 有 有 向 图 G 中 ， 如 果 从 顶点 品 到 局 的 其 他 所 有 项 ARE EA 向 路 ， 则 顶点 RAG 
ei. 
例如 ， 在 图 5.6 的 图 G 中 ， 顶 点 2: 是 一 个 根 。 很 显然 ， 如 果 某 个 图 含有 .-- 个 根 , 那 它 就 
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是 准 强 连 通 的 。 在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 将 证 明 ，“ 淮 强 连通 ”性 质 包含 着 根 的 存在 ， 

定理 5.8 ARUGA- TH SURE RBM, 

证 明 

必要 性 ”这 是 很 显然 地 。 

充分 性 HuBGHM Un. Coot. BCR, MURA, NER 
x, Hoc 6 RA. ER, BEEMAN. MEY Fons 也 各 有 一 条 有 
HER. RER, WALLY, A I, 和 x ,的 。 如 此 进行 下 去 ,可 看 出 ， 存 
在 项 点 ge, 并 从 它 到 处 -和 xs 各 有 一 条 有 向 路 径 ， 因 为 如 是 通过 ty- ERNE en sei. 
dU E — 口 

如 岂 有 向 图 G 的 基础 无 向 加 是 一 个 树 ， 则 有 向 图 G 也 是 一 个 桂 . 

如 果 有 向 图 是 精 才 合 有 一 个 根 ， 央 有 向 图 如 是 有 向 树 或 单 商 禁 。 如 果 G* v) -0, N 
-G 中 的 一 个 顶点 如 则 做 叶 。 

例如 ， 图 5.8 的 图 是 - FLIAT ME EET DS 

下 面 的 定理 将 介绍 有 向 树 的 一 些 
等 价 特性 。 

定理 5.4 SORA >IT HR 
的 有 向 图 。 因此， 下 列 的 论点 是 等 价 
的 : 

1. G 是 一 个 有 向 树 。 

2.G 中 存在 一 个 项 点 r， 而 上 1 从 Y 
到 G 的 其 它 每 个 顶点 恰好 有 一 条 有 有 向 
p. 

3. CLR RM. MERATE ne 
去 任何 一 条 边 ， 就 会 失去 这 种 性 质 

4.G 是 准 强 连 驯 的， 并 含有 一 个 硕 点 7, 使 得 

d-(r)-0 


Ya T, ps 9, 


fü 

d-(v)—1,v2r 
5.G 不 含有 回路 ( 并 不 一 定 是 有 向 加 路 ) ， 但 是 有 一 个 顶点 *,， 司 得 

d (r)=0 

T 

d (v)—1,0zT 
6.G 是 无 回路 的 准 强 连 通 图 ， 
证 明 
1—22 台中 的 根 * 具 备 所 要 求 的 性 质 。 
2 一 >3 BARGE ERAN. BEMGHHE (uv), PEER RR, 那么 

存在 项 点 z， 使 得 从 z 到 w 和 # 有 两 条 有 向 路 径 ， 并 未 用 划 边 (4,v)}， 这 样 ， G 中 存在 两 条 从 
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.2 到 ?的 有 向 路 径 ， 从 而 存在 两 条 出 7 浊 2 的 有 向 路 径 。 RHIC TPR, 
3 一 会 4 RAG RRR, EA TR. AWA, HADIRAT, 
d Q)st 
gu, URAL, A 
d-(v)>1 
MARANEH CIE IR C, vos Cu, 00 ) BAD, RA, 只 Bo arte RIOR dct 
路 径 ， 一 条 经 过 kx.D)， 另 - RANG), RR, BERBER PH CRX. 生成 的 图 
MRAWUrAR, MARAE EWM. KSAT, RU. 
d^(U): 1, vr 

Ea, WUESEBIYLDNHAGET, WHRGRR AW, MRE RIA rH. mH 

BERR. 这 仍 与 论点 IHR. tk 
d-(r)—0 

45 GWAR ZAG Fe— 1. HERS I, Gan—-1 Bw, PL; GOLA 连通 
Wi, BCA MRSA, CEP, MCAS, f 

5=>6 AAGHARZASFn—-1, MAGA n—-1 Aid, AURORA FUE. r3 
B2.25] 9, BETH. Aik, CREA- AE n S RUE ST BLU NE m BEES. JX AIA D 
ERER A I, CPU, PAoa AARAA AER S AFE WH, Nip 
EGH- tE. PUR. dBEGÉS.3p, GEETE BH, 

6==>i NAGIE ER, MURER. JEA, CAPR. BER. (ACO E 
TAERE BERT. “a 

TIRÉGIS-T-FRX GH? 4, WRAP CRT LG 
WAD. iin, Hake, 6. €. €. FHARR TARAR GARRE ORY. 

FUNG G 3-—TAEIRE. BU CAA. EA BERRE, AAE 
Bur. 

定理 5.5 HE CUR — 08 P RUN. CS ELGUBS GRE EY, 

证 明 

BRE MEGA- THERM, "mox dod ed itus Gi. Pp. H 
EMIRA, GRR eM, 

RAE GRE REA OR AB aie AES ARIE 8 PL, MG ep 
AREI, KARACHI. gt. DORGEUTEHEL AG p woe Aa 这 a 
352, Si (90 P Fu d Gig Fre RE. 

ATE APO f do THESE UP BENZ HB ER Hite. 

SRR RE i, TOP PRA HI A IE 2. Blu, PAS. OBR AR 图 就 是 - -元 
BÉ HELA EW So T A, PU RAGS UR ABE, “CRT NON IH. 
THRA a a Br, 

FE NP MW, Wy, oe, £V IEEE, 0G, nns ln SPRORG RE nag UL. 
os, Vall Loved, Jp 
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1.w, BR OU ML, aian, NS 

2.l BRL BUR UL Dee. ian | 

3. 称 为 如 权 路 长 的 D wo L RAMS. 

下 面 叙 述 一 种 比 上 而 问题 更 加 普遍 的 情况 。 

在 一 组 字 中 ， 任 何 一 个 字 都 不 是 其 它 字 欧 开关， 这 组 字 叫 做 前 级 码 。 很 明显 ， 如 果 一 
个 字母 序列 大 出 前 绥 码 绅 接 而 成 的 ， 那 么 从 左 到 右 读 这 个 序列 ， 就 可 以 把 它 分 解 为 一 个 个 
单独 的 前 组 码 字 。 例 如 ，{000,001， 
01，10，11j 是 前 级 码 ， 由 这 种 码 字 
虑 接 而 成 的 学 列 1011001000， 就 很 容 
易 分 解 为 字 10，11，001 和 000。 

fUgS-i10 1, 2, =, m—1 
JEMPR FT TBR. OTE A 
i, oH 
ro LP RAW HERS bm, 
， 2. 每 个 顶点 的 每 条 射出 边 与 字母 

表 S 中 的 一 个 文字 相对 应 ， 以 防 ee 

两 其 这 样 的 边 与 同一 文字 相对 应 ， 

都 么 每 片 叶 vy 就 与 一 个 字 相 对 应 ， 这 个 宁 是 由 顺序 囊 接 所 有 从 根 到 2 的 路 边 上 所 出 现 的 文字 
询 成 。 还 可 以 证 时 ， 对 应 于 时 前 字 组 成 了 前 缴 码 。 例 如 ， 对 训 于 图 5.0 有 向 树 的 前 级 到 为 
{000, G01, 016, 011, 10, 140, 111} 

D UE A DIUNDESH 
SERRA, Lys, LAT, 
这 个 问题 以 及 某 Rd 将 在 15.2 节 和 15.3 节 中 讨论 ， 


5.4 有 问 欧 拉 图 

者 出 栈 G 的 有 向 欧 拉 轨 迹 是 包含 了 G 的 所 有 边 的 闭合 有 闪 轨 迹 。 有 问 欧 拉 开 轨 迹 是 包 
含 G 中 所 有 边 的 AAFAA. SHAKHADOAAAU RRA. 

BIS. 10 TR EQUES ER, (ARSE, En es, ey, CB TG RI 
ACH BB 

“FO PR EBS H T A EEA AL TESTI VWNUENIUE 中 与 证 明定 理 3.1 的 
相同 . 

定理 5.6 ”对 于 过 通 有 向 图 G， 不 列 论点 是 等 从 的 。 

GRA PIAL, 

2xHTGNBT MAY, dd (o) d (o), 

3.G Je 4-363; ABICO T IRURE RUOTE " 

Ast, ARRS LOMA ATM RG, AWB, CLLRS MANE EO, HRK 
是 近东 相交 后 路 ie:，e 和 {e,，ei。，es， ej 的 并 。 
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5.10 MRA 图 5.11 AMR RRA 


"FB AY) E A A SE A, 
定理 5.7 -个 连通 有 向 图 具有 一 条 有 商 欧 抗 并 轨迹 ， 当 且 仅 当 它 满足 下 列 条 件 ， 
1.GH ZEE PT BUR. GUB 
d'(v,)—d (+1 
和 
'd(Q,)-d'(o,)4-1 
2. 对 于 每 个 个 同 于 2 和 ,的 质点 v， 有 
d-(v) -d*(v) Bi 
fau, PAS. Us RAG Re. WF ey, es, €. Cu, Ce, 0, BOP 
B — Ay B RC BETTE LIE 
|: ipe RE FES. ORY — T5 dS RA. 
49-10, 1, «c, sl ASA GCEBEE BER. BR. RATAREA 表 8 中 的 文 
To RADE Ms" MR mimm. de Bruja EKE OL—s" RTA, 
da c, Ga, WHNTH-TKE ANH fw, BER, 使 得 
We Oey Gn 
其 由， 下 标 是 进行 模 蕊 的 计算 。de Bruiin 亭 列 在 编码 理论 和 通讯 电路 的 研 究 中 得 到 了 应 
用 。 虽 多 有 头 这 些 储 列 的 信息 ， 可 参阅 文献 [5.1] 和 55.2]。 更 在 我 们 要 考虑 的 问题 是 ， 
对 于 每 个 s32? 和 性 何 整数 4， 是 香 在 字母 表 S= 18，1，2，…，8 一 1 上 存在 … 个 
de Bruiin 序 列 ? i 
RESES, o Foi n BED EL ERES EN. 
ROEM, XPRRPSDIÉR^AD, AFETAR.. RAR 中 每 条 有 各 
芒 拉 轨迹 都 对 应 于 字母 表 S 一 {0，1 ，2，…，8 一 1} 上 长 度 为 8" 的 一 个 de Brüjng s. 
ACV, E) RPO RE, 
1.V ih BERS EAC n ~ 1009s" ARAR. 
LEAS EEE ARS ARARA. 
3. ib. b, b RE b,b, +b. 为 起 点 ， 以 5,b,…b, 为 终点 。 注 意 ， 每 个 顶点 都 有 s 条 
HAMAS HOS, Y E, MESA, dido (v) —d'(v), 
Gin FIGS IG, PS 1209) RICO BEER. 
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图 5.12 (G, 45 (DG, n 


RECS. PE -BA MRRP BC. WHRRTHER RG TAMA HL HE, IN 
室 们 在 C 中 出 现 的 顺序 串 接 起 来 ， 那 么 就 得 到 了 长 度 为 5" 的 序 州 ， 从 而 使 得 此 序 列 的 每 个 
县 有 ?# 个 连续 字母 的 子 序列 对 序 于 一 个 唯一 的 字 ， 并 且 不 存在 两 个 不 同 的 子 序 列 对 应 于 同 
一 个 字 。 这样 ， 如 上 所 构造 的 序列 就 是 de Bruijn 90. pi 如 ， 边 序列 000，001，911， 
11{，1410，101，010,100 是 忆 ,», 中 的 一 条 有 罗网 控 胃 迹 。 把 这 些 宇 的 打头 宁 母 举 接 起 来 
就 得 到 了 de Bruii 各 序列 00011101 。 

国 此 ， 为 了 说 明 对 平 每 个 s 袜 2 和 每 个 2 都 存在 一 个 de Bruijnpé3y, Bur BG,- 
个 有 问 欧 拉 图 。 证 明 在 下 夯 和 的 定理 中 给 出 。 

定理 5.8 Gl RAR. 

证 明 

BART ET BORD, =b, bb, MV mc oec, BRE RM, Be WA 
HRSA, WERE HDB b,a, bubu-eb, 0,60, s, b, .,€,C,-«c, R GS, E 
HER Ca, AAC UPS PMMA RSPR, eB. atm, Cu 
A ro KL [5 

推论 5.8.1 对 于 每 个 5 之 2 和 每 个 mm， 总 存在 一 个 de Bruijn} Fy, 7] 


5.5 ”有 向 从 成 树 和 有 向 欧 拉 轨迹 
RCHABHWAMKLA. AHS ACPA ORE WE 成 PRE ZN 
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SOT, cs ORROT. SG-AA HHL EC, Fe, GATE 
52 相 关联 的 边 。 对 于 每 个 Dp = 2, 3, 00, n, Se, 表 永 经 过 6i Ja £C E55- -次 进入 顶点 
UA, Süd, CER. ORT ARAM SP. Res, Cr. €. 0, On, Ce BO OR 
AMEE, MRR eRe, — e. JE e, ses, t ee bh Rey, ve 

CHARGéXifR(e,, Gp rns 06), LETE. 

5135.1. 4 CHIESE GRU- ZAARRA. ALMEMHTAR ACH 
PADD, ARRA HERH. 

证 明 

OU, MPRMAp= 2, 3, 6, n, BRACTW) = 0 0L Rd (,) 1, (UH £i— 
AEC’ Mav, RCC’ 上 ,否则 对 于 C EHE WAY. Ad (0) 08d" (O1. BT] FÉ 
My, CUA. BAPC bP, d (w=, MAREC DH Rav 
AC PRTA. SERRE, Swed MCE Le; ,后 第 一 条 射 人 到 C MRA Dux» gd, We 
RAAT HH. XBHBIEXOUEIB. STRARA AIH. 

HERS WERT, HEGER. ry 

HERAn THAR TER BECRE HE EXCDEEE IG — PARA RE, Oo, RHR. e d 
G'b EA Flo E330. Mp2, 8, o, n, Se, MPRA, AI, HERE FS 
Gp iE- RA ep cp, WAR. 

1. Av 出 发 ， 友 间 经 过 除 er, SE HEEL ARA v. Bx RU RBA PRA RE 
£$3le,.. | 

2. RRIAT, MEAT, RRR. OTe, nt, BP Bid Bee, "UR 
As EMAC RB SNH. MRA ARR, Wk. 

Tec WIPE D. RIEKE- TRVA. RAG HAUAA ST HY 
Je, PRULDMATE ERE RAM Age, i. At. MPR GUEXESE E EUN ELA EI 
vt, BUR, bA, b. 

fui EE ARERR REY IN, GPR ARBAB Cu, vO. [AULA 
BPS TRIE, WEAR AR UE RAMA. WRAK RIN RL 
fy. GRAB —~ Ae AH EB I UE E. BCH h ER ER 2 PH. pe Bek 
Pa MIN YR S118 29 AEN PR RAM. 最后， 我 们 将 到 达 b:， 并 找到 一 条 射 人 到 
2 的 站 末 经 过 的 边 ， 因 为 当 程 序 终 业 在 2 时， 所 有 射 人 到 7 的 边 都 已 经 过 这 种 选择 号 不 
可 能 的 。 

这 性， 在 上 述 的 程序 中 ，G 中 所 有 的 和 达 都 将 经 过 ， 从 而 晴 实 构造 出 了 一 od 
DU 
ANSTO va (Cd7(0,)—1) 1. 种 选择 入 射 边 Ce FEARS) AWE, BELL 
Hi TARERE In] HE LB Abe, PRESS A AI TA CREE EACH 6 
TLO, 
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HOR SPT RUepe 2, 8, 0s n, HD RCREDIGR BHI 全 一 个 不 网 的 e;,， 
Je ACE GI IAM, Beale, ZG. MIR A HU. | 
Kb, KAEA ANKRA B E FU HOSCE LAE A, AH rcr 
PARTERNA ORB EROR 
AERE. GARS. STE AE REIR Y FRAN, 
X385.3. FAA INCAS G BA H ECCE AED A 
14 (0) TI (e) - 01 


Mp 0) REGI EA v ARRA EERI E. 
FAA Ay a RSR ED RE PES, ATS EP HAE. 
推论 5.9.1 di a TE Ae EAE JUI A TRA GER EE R TAT AY. L: 
在 6.9 闻 中 ， 我 们 将 导出 计算 ze(G) 的 公式 。 


5.6 有 向 哈密 顿 图 
如 果 有 向 图 G 中 的 -- 条 有 向 回路 含有 有 怠 的 全 部 顶点 ， 那 它 就 是 G 的 一 个 有 向 哈密 环 问 


路 ， 如 果 人 中 的 一 条 有 向 路 含有 台 的 全 部 顶点 ， 那 它 就 是 所 的 条 有 问 险 窒 顿 路 ， 

例如 ， 在 图 5.13(a MER, WPP, es. Cr ee en C EAM HBL. Lf 
5J bP, WARE, es ey 6s CAMO. TER, FMR TAT 
MS AE eB 


A 5.13 CORREA, CLAM MPa RENE OU E SRL ER 


REAA r6] Ty a REDEA ERER RU ERE, AEE, FEL PE AUT 
VAAR TE FS HIA ASS RE. MERETE H RRL. C 

AMAGEEEH, MRENSARGRAREM. 

下 而 的 定理 出 文献 [5.4] 绽 出 . 

定理 5.10 令 忆 是 具有 多 个 顶点 的 强 连 通 完 备 有 向 风 的 任 一 个 顶点， 3. XPPH 
—Hk, 3«kxm, FHE-RARUAKEAE HAH. 

TE 

$ GSV DERAN AN BOE HA, n> 3. S-P'CU)RT- TF- 
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(tt)。 因 为 台 是 强 连 通 的 ， 所 以 8 和 了 部 是 非 鹤 的 ， 由 于 同样 的 原因 ， 存 在 一 条 从 PE SE] 
WITHA NRI. KiE, u 是 在 一 个 长 度 为 3 的 有 向 回路 趾 《 见 图 5.14 ) 。 

我 们 通过 对 天 的 归纳 来 证 明定 再。 很 
定 忒 是 在 全 长 为 3 BPH AM RH, n 
pn, RRR, uA KRM Apt Li 
"Iu gm. 

ACH=UHV,, Pi, Va, ce, U,— UE 
KEAP 的 有 有 疝 回路 。 这 里 需要 考虑 两 种 
情况 ， 

假定 ， 对 于 某 个 不 在 C 上 的 顶点 V1. 
THEE ACE MCX, VIM Cv, y). 
其 中 x 和 在 C 上 ,那么 ， 在 C .上 存在 营 
ATHB Di iov. Hn. BAM d 
Cv, v)fü(o, v, ) RT G. 因此， 
存 这 种 情况 下 ，. 萎 是 在 长 度 为 p 十 1 的 有 癌 回 路 & 一 opi ,Pi， Uu, Unu 0, DV, "a DD, = 
uL. 

省 则 ， 令 S 为 那些 不 在 C 中 的 项 点 集合 ， 它 们 是 从 C 中 顶点 射出 边 的 终点 ， 再 令 TX 
些 不 在 C 中 的 顶点 集合 ， 它 们 是 射 向 C 中 而 点 边 的 起 点 ， 叉 因为 G 是 强 连通 的 ， 所 以 S WT 
都 是 医 零 的 。 此 什 ， 还 存在 一 条 由 项 点 ES 指向 wET 的 边 ， 所 以 Ww 是 在 长 度 为 了 十 1 的 右 
PRUSY, W, v, vs, cy, V,-B CRES.15 ) ， D 


m 5.14 


图 3.15 


推论 5.10.1 强 连 通 完 备 有 向 图 是 哈密 顿 图 。 C 
下 面 来 叙述 Ghouila-FHouri 给 出 的 级 为 有 效 的 定理 ， 但 不 加 证 明 。 这 个 定理 的 证 明 是 
十 分 繁 豆 的 ， 可 在 文献 [5.3]( pp.195 一 199 ) 中 找到 。 
定理 5.11 今 避 是 具有 ?% 个 顶点 无 自 环 和 无 并 行 过 的 强 连 通 有 向 图 ， 如果 对 于 G 中 
的 每 个 项 点 2， 有 
d-(vj+dt(vjen 
BA, GREA -TENE ER. 口 
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下 夯 是 对 Dirac 的 无 向 图 结论 ( 推论 3.4.1 ) 的 推广 ， 它 可 用 定 理 5.11 88051 58 来 


uc. 
推论 5.11.1 邻 G 是 具有 个 顶点 无 并 行 边 或 无 自 环 的 有 向 图 ， 如 果 min{8-，8r]>> 
31>1， 那 么 忆 就 包含 一 个 有 向 哈密 顿 回路 . [3 


jk SHO AS EE DEA RT AR BU TCR T 5.6] (pp.178—179) 。 

”结束 本 节 之 前 ， 将 给 出 有 向 哈密 顿 路 存在 的 结论 ， 

定理 5.12 ”如 有 果 有 向 图 Go， 百 ) 是 完备 的 ， 那 么 它 就 包含 一 条 有 向 哈密 顿 路 。 

证 明 

考 赔 G 中 最 长 有 向 路 P，a1，a,，…，Q,。 想 定 t 水 是 Pt 的 顶点 ， 因 此， 边 (b,， a) 
€E, BM, BBO, a, a, a HEPER., TH, (a,, DEE, 

EBREO, aj) GE, i, a, b, a, n, OL PARKS. FR, (a, O) 
€ EF. 

HREM. RNA, DCE, EYFA, d, 2, VOD PASE 
HERETER. NU, EPURATA. Al, PJEGrh—GHIgMeESS. — 02 


5.7 ERA mE 


木 节 中， 我 们 研究 一 类 重要 前 有 疝 图 的 性 质 ， 即 无 转向 图 。 众 所 周知 ， 有 向 图 是 无 
峡 的 ， 如 果 它 木 包 含有 商 癌 路。 显然 ， 无 轩 有 向 图 最 篇 单 的 例子 就 是 有 向 树 ， 

本 节 的 主要 结论 是 ， 我 们 能 够 用 集合 {1,2,…, n hii foe pan TUSCE RU ISI 
GAMA RM AC, I EHI, TEXOXACL DEMARIO, 对 顶点 进行 上 
述 有 序 的 标号 岂 做 SDSS. GI, SOR AMARA, AS 
RATE A AFP SBE 

定理 5.1 在 无 图 有 疝 图 GG 中 ， 堡 少 存在 一 个 人 度 为 零 的 顶点 和 一 个 出 度 为 罕 的 
顶点 。 ^ 

证 明 

4P. v,, v,, +, V, EGH RRR 
AMM. RNRRv, HAR My, by Hs Re dp 
Ts. 

MRV 的 人 度 不 为 零 ， 那 么 存在 一 个 项 点 
w, MRI (w, v. ) GI, MER de e 
种 情形 。 Fi 5.18. AMAA 

情形 1 BOTH, wsv, pxi«p. MARK-ARSTP PAD HA 
HEP, w, vu, on, Vn RSPLRKARRBAPE. 

情形 2 BEAT, wv, REA dein ZEE IUE PC D, vu, sy n, 
2 。 因 为 G 不 含有 向 回路 ， 这 又 产生 了 了 矛盾 。 

FR, RBEW Rw, E(w, v.) EGP, Ble, HARENS. 

BOAR EE TL LE, vA RE, it 


IE PISO Kd LUI EAT ThE R, ae 

BRYCE — TE HSN. ANGRABN, MARES. BTA Ge GE 
C— PD PERE, HPD RAN. BA G pE kA R RAG KRL 
GAG’, AAG RRABN, MUNG 中 一 个 出 度 为 霍 的 顶点 ， 并 把 它 标记 为 
n—1, GREASR, BARRA AL. ARE, XT 过 程 导出 了 CG 的 京 点 
的 “个 招 扑 分 类 。 

说 如 ， 图 5.16 的 顶点 标 导 就 是 按照 上 述 过 程 进行 的 。 


5.8 比赛 图 


比赛 图 是 完备 训 沿 图 。 由 于 比赛 图 是 用 来 夫 示 稍 环 比赛 的 组 织 ， 因 而 得 名 。 在 - -次 中 
环比 赛 中 ， 有 若干 个 队 参 加 ， 每 个 队 与 其 它 各 个 队 正 好 比 峰 一 次 ， 每 扬 比 赛 不 能 出 坝 平 
局 ， 在 表示 循环 比赛 的 有 向 图 中 ， 顶 点 直 示 各 也 
nA Rv RAAT di COL ERRA, AB ARE 
ARP HUN MAR (V, v2). BR, RA 
AARRE HALRA, HERB BUNT SY 
好 有 一 条 边 。 因 此 ， 它 是 一 个 完备 有 向 了 图， 也 就 是 
一 个 比赛 图 。 图 5.17 示 出 了 一 个 比赛 图 ， 

参加 比赛 的 队 可 以 按照 得 分 来 排列 。 一 个 中 的 
得 分 是 它 所 击败 的 队 的 数目 。 这 就 引出 比赛 加 得 分 

ee 序列 的 定义 ， 

?个 顶点 比赛 图 的 得 分 序列 是 序列 《S$，,，3,，…，s， ) ， 其 中 每 个 S 是 比赛 四 中 一 个 
殉 点 的 测度。 在 下 面 的 定理 中 ， 给 出 用 得 分 序列 来 表示 比赛 图 的 一 个 有 趣 性 质 ， 

定理 5.14 一 个 非 负 整数 序列 S51,，5;,，…，$。 是 比赛 图 G 的 得 分 序列 ， 当 和 且 仅 当 


e. nO--1) 
1, 2 S = 2 * 

k 一 
2. oat) WERK, 
证 明 


DER RA. RAR 号 s, 等 于 比赛 图 G 中 的 边 数 ( 定理 5.1 ) 。 因为 比赛 图 县 完备 
BE. mEESnO-10)/243, pnk RR., Bim 
| 3 s= OLD. 
为 了 证 明 茶 件 ?， 考 虑 任意 % 个 顶点 ?,、v,、.…、 儿 上 的 子 比赛 图 ， 这 个 子 比 赛 图 有 下 (一 
1)72 条 边 。 因 为 可 能 存在 册子 比赛 图 中 顶点 指向 子 比 赛 图 外 从 点 的 边 ， 因 此 ， 在 整个 出 赛 
jp | 
$ kiki) 


S, => E 
Pee Ce 2 
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为 在 
Hm 


充分 人 性” 见 文献 55.5]( pp.107 一 109 ) i i » 
BERNE — B AER LC HD M AED ETT AE, PEO PE Ce Bed RO REA 
那么 我 们 可 以 把 整数 ]，2，…， WRIA, 以 表示 它们 在 这 个 排列 中 的 至 劝 ， 幢 
比赛 图 由 总 是 存在 -- 杀 有 向 哈密 顿 路 ( 定理 5.12 ) ， 所 以 这 样 的 排序 总 是 可 能 的 ， 并 
BORN AM Foe HER 

注意 ， 弄 哈密 顿 路 来 排序 与 用 得 分 来 操 序 并 太一 定 和 相同， 因为 比 品 图 可 能 有 不 止 -条 


有 和 哈密 服 路 ， 在 这 种 情况 下 ， 比 赛 图 就 可 能 有 不 止 一 种 哈密 上 顿 路 排序 ， A. EAE RB 


次 图 


T 
mic 


"B. PERS- SSR, TFISBDEJUDYRIX— GA. WAR AS WS. 
定理 5.15 AERA, BEA RA R EMK, L. 
SUY HCEHEYGEUE, MARRS. 8], [5.7 115.8]. 
5.9 进一步 阅读 
文献 [8.6 和 和 [5.8 是 候 好 的 参考 书 ， 它 各 给 出 了 入 多 有 关 有 向 略 的 结论 ， 文献 15.10 


一 本 致力 于 研究 比赛 图 的 专车 ， 另 外 还 可 参 革 文献 [5.11]. 


E ia tit a p co Sk 
, [5.131], f5.14jf$t[5.157, 

pose WATE AR, Hindu eed SE, Tux CE fas eh THESE 

AAT BBS AE AT tin PS TUBES EL. PR ERA Pe. ATER ZR 

9 A) v HS fe 3B Se BM 

文献 [5.16] 讨 论 了 有 向 多 的 几 种 应 用 ， 


5.10 3 题 


5.1 GAAP MAIR NBI, $max (67, dt} =k, 


ur BT. 
Ca ) GE -—- IEEE P kA Ho 
(b)GH -#KRBPAKR+ MARA, ME >0, 


5.2 证 有 明基 给 无 向 图 二 怨 ， 忆 ) 的 边 标定 方向 ， 因 此 在 有 奥 图 中 ， 


Ldt- iio | 所 1， 对 于 所 有 VV 


5.8 有 向 了 图 的 一 TMS TWNCS, S>, RPT WMT AMS MBAS, RERAN 


5.4 


5.5 


S. Bl. AMET SAMRAT — PARME RMT TAR, UER 同时 R 
THE CZEKA “WOM BRA BRRR GTI, MEM. 
8). 

NELPA-RMM BENG, LY AMR t: 

Ca ) GRELH ORB, 

Cb GHH-RUMA— To RUP OB. 

MEAE RAGA AGERISG, EA FIER G: 

£d | Gd WERL 

CO GØR- AARE- TANER 

XC ) GREER MAS, 


8i 


5.6 


5.7 


EH: DAT ALA BY t7 AE, NUR C 


n—i 
2 


EH: 包含 一 个 奇数 长 度 回 路 的 强 连 遂 图 ， 也 所 含 .个 奇数 长 度 的 有 向 回路 。 
G-(V, DRAAM, H 
cad (x) -d (x) -I2d- (y) -d* (y), 
(byd* o) =d (v) 对 于 VEv— (x, y). 
TEA; Gil 每 边 不 相交 的 有 癌 人 % 一 gy 路 径 。 
Te: 强 连 通 冉 有 一 个 有 疝 生成 道道 。 
BEZART, YAR ROR KARR FARA? 在 这 个 序列 中 ， 不 重复 出 现 四 个 符号 的 子 序 
列 。 给 出 一 个 这 样 的 序列 。 
l4 of oT LE ERR CAERA 4 位 一 进 制 序列 【 除 00001111 
外 ) 都 是 作为 序列 的 了 序列 出 现 。 
EH: G.. -ARRERA T Goa HARR Gn EBA AAE 
回路 ? : 
EH: dim gn. m mn) AURA, ARAB CHE RD 
证 明 : AGETHESBOCOB RECS TUEIG— CV, EO 有 一 条 有 癌 险 密 顿 路 ， 如 果 

d' (V) 4d (CV) =n-1, 对 所 有 2EV 
Es: 每 个 比赛 图 都 其 弹 连 通 移 ,或 者 是 改变 一 条 边 的 方向 后 刚好 合 原 图 变 成 强 连 通 的 比赛 图 、 
如 果 8 中 没有 两 个 狐 点 大 邻接 的 话 ， 子 集 SEY 就 是 图 G=【Y， FE) 的 一 个 独立 沫 ， 证 明 ， xn 
环 的 有 向 图 有 一 个 独立 集 S， 使 得 通过 一 条 长 度 不 大 于 2 的 有 向 路 ,从 5S 中 的 一 个 顶点 到 过 0 
中 、 而 不 在 S 中 的 项 点 YY， 文献 [5.17]。 
这 个 结果 的 一 个 和 有 有趣 推论 是 : 一 个 比赛 区 包 含 这 样 一 个 项 点 ， 它 通过 一 条 长 度 不 大 FH A i 
路 可 以 到 达 每 一 个 项 点。 
TH n PRA RA Bos Ae 


min (ic, 8t} z 


^ " 
L $'—- X (n-1-5)! 
i-i 


tal 
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AGE WoW 4p m 

m. HSpESDACEBIXGEX. Bk. FIR AIRE, EA ERE MP YdEOR— ARH 

ASE ERATE EHE. XE. defin) fe ecd Yrs PUER SP, RE l 
Nx ees ju xs 9) 8h65 zo Fs RO A PERS RERE, xX B. AERE E 
Wt E, HC BUR Se CR OS AERE TENURE TOR GISELE TO D. xe Haee mp pee per in 
性 项 构 成 了 信和 叶 流 图 法 的 基础 。 售 寻 流 图 法 在 线性 系统 的 研究 中 是 一 个 强 有 力 的 工具 。 林 
伍 6.11 节 将 讨论 信号 流 图 的 进 论 。 

RT LEK, AR MRAM, BEAMS. BE. ATARE, 
如 毕 加 法 和 情 法 是 束 数 域 中 的 模 2 运算 ， 即 GE(2)， 则 这 些 讨论 仍 就 是 有 效 的 .。 


. 8.1 FRE 


考虑 - 个 具有 寻 个 顶点 ， 祝 条 边 正 无 自 环 的 图 G。G 的 全 顶点 关联 算 阵 4,5 78,] 8 
交行 和 入 列 ， 每 行 对 应 一 个 顶点 ， 等 列 对 应 一 条 边 。A。 的 元 素 9 定 义 如 下 ， 
G 是 有 向 图 时 ， 
1， 如果 第 于 条 边 与 第 宇 个 顶点 相关 联 ， 且 离开 第 ;个 顶点 
—1, 如 果 第 于 条 边 与 第 主 个 顶点 骨 关 联 ， 且 指 由 第 主 个 顶点 
0, we RAED MARA 


G 是 无 加 图 时 ， 


a= 


+ 


Gop = 


x 


i, SUR TU Gi PR 
ee EUR CEN ERE 

A.B FTIR GS PIM tk. A. 102) fab) fe Hh T RA EUR S ET c DURS Xe aX 
py, 

M. ERO LMT B. ASCO SE PRRRA. STE o 
Ade L BS. ATUAR ARANEAE. XR A EE I 
fte TXTARANGR. Gum. APA TEREA R. 

A.B E (n—1) PEPEKA NRG (T ROGER MT ARE EA N 
HRABAAM SULA. oi Aid 

RA  FCA )&n—1 (8.1) 

SRA AU, MEA, ARK RT n—1. TIER T OR i 的 
EH, 

定理 6.1 一 个 情 的 任意 关联 移 阵 的 行列 式 值 等 于 土 1。 

证 明 

用 一 个 树 的 顶点 数 允 的 归纳 法 来 证 明 。 


+ ROCORRARE, —iü* t 
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PHAD Hew eee 
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ca Ly 6 
lq 0 
la 0 

ty 


PEN 
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EA AATA R t p s EA Re e E T HUE OT RE. xx Pe A F= 
2, & FA. iE. Mma), WR AT IR. 

iranskt, ERAY, SAR IS Bn AT. n 

WEE, eRe SUA, TPR RHA, STM i TIE eod, fH 
AGAMUS Bi. WAE- xx S3 mem DEG. KAGE AH 
yh lA wea; 0, jæi 

MRLE tT ART SI. 3844 

det(Aj= 2: (—1)'*! detc A!) (6.2) 
NA RERA URS EAR INTER. 

般 设 了 "是 从 了 中 移 去 第 主 个 顶点 和 第 1 RUA SIE. TA. TR deo BpES 1x 
OAT a i DO EP SER, LA PRL. SPARE AE’ 
Bg— XO EE. HPT inlA BOR, GR LA, RIA 

det(A')— 11 (3.3) 
这 个 结 典 连同 (6.2) REAT, mPEXDTaR-KLFIBGEY. C 

AY gmSaxi—aEE M ea Bo Pee. den fi ki 

Finis mpm, ARTE Pht BYR Aa EE, RE, Xp — TiEN)OSISL 


R(A)—n—1 (8.4) 
HTRGOA)-RCA), Ue F E H E 
定理 6.2 ATA OX G B4 RU XO ERRET, PAGHR. p 


LEEMA -- > BHD. 
推论 6.2.1 — CR n D S FRE PPR, MAP BS e US CREE TF 
n-p. WEG E fk. u 


6.2 9) E 


ATMA AER, EDA 4p o ld — b 2j 8I. 

BRIG: (V, E). MEV EVI- -AER TE, MA WIZ F CBAR) 
ffs, VP TRV unm EREA RRE vg. MY. Vo. Vo 
V t2; 8p Use ES AV MAV, SQUAT KIV RATELE BUR AS KAEN ER V. 
i ARV VOR- de ur Vr it Do dim V RAT, ERRORI JI DERI CV, 
Va RIJE RL 

Log m 2888 G AARE PEO, ^[g;]f m39Mf35- OHM WMA. TRG ER 
WTF: nie 

G XR e FS l 
人 1 如果 第 二 条 边 在 第 主 个 切割 中 ， 出 方向 与 切割 方向 -化 

Guéy 一 1， 如 果 第 了 条 边 在 第 宇 个 切割 中 ， 且 方 疝 与 切割 方向 相反 

Jt 0, — ARS FRA TER i 

G EA PS 


wl AR xus ius 
B b. 如 果 第 了 条 边 不 在 第 i 个 切割 中 


@. 的 每 行 称 为 一 个 切割 矢量 
Ee. 1( & ) 中 的 有 向 图 的 三 个 切 制 如 图 6.2 所 示 ， 每 种 情况 的 切 宙 方向 ， 如 虚线 箭头 
BUR. MRP RAT DANA TRE ME 


€, & 0, €, €, e, e, 
WS 1 Loo qoom. d 1 0 
tgsr 2 I 1 0 0 Q —i 1 
Hs [0-7 1 0 1 1 0 


HREH A i ok 1. 3ECDA SUCCI A FR, 

FAS EE- TAR? EON RE RE RIL SOAR KD aX 261 TE 
MT WHC, V-to. FARRER WAM OR eH At A XU 
FUE ROM, Qe, V-vofffiak 等 于 4 对 序 WE e Ay 
fi. HARK CEE. 

30fc3 (JE A TENOR BAR, Dept, RPR Ay HR FH RS PU. 

定理 6.3 切割 矩阵 包 。 秆 的 每 一行 能 驶 用 两 种 方法 表示 成 矩阵 及 ,的 行 的 线性 如 合 ， 在 
SAMY, REAPER ES RRS 1, SUR 8-1. 

证 明 

RV VANAR mA EA TUS. qo5 UV UE ce, SV, 
m(m, 5, Oe}, Kas {tno vule oO). XbpbTPgoe dmn, Se RAE DUA 


g 6,2 Bje.iCa o ARAL tae 
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DSTR. 
Kwek LPRA Va Vy code GeV. shige th y 
Gp by bgt eda — CO Ea yeh b du) " (6.5) 


LUE A, 
SUA ASKEW ACM, lakam, FRR eda lie, MM 
gl 
0,4 27-1 
Qj, j*#P, d (0.2 
Sfr n RUF p Fei v. 


fX 1 ov, CV, fine, BP«rROGIBTEI,. Ug! 


ad 


H2 o EVA EV, BPS rei Md<r, Hag l 
T$ 3 Vay DC Va, AP, gazv. Bugs.-0 


HA v, mEV. REP, Ruin a= 0 
F8 (6.6) 式 很 容易 哈 证 ， 在 等 和 懂 况 下 ， 下 面前 等 式 印 吓 成 立 的 。 
qa — (€ id ) 
= (fitsr tir tt Qn ) (6.7) 
H+ RAPA] koe, MARA Co.s)ch. Ae RE, 
WTA) Fie, FBA PRY LUV (a. RT S 
VoD AURA, WENT M AVA a BERL, AERA DIS c RRR BT DAE AS EF. 
[7081011 à jaa ta, 
-—,—,—ü, 
RTO, Q,, e, a ERBI a BAA iT 
3 AMER (9) « R CAD ALE, FAROE PE, R 
(Q.)z R CA). Alt, RPEN 
R(Q,) -R(CA,) 
定 班 6.2 科 推论 6.2.T 分 剂 引出 直面 的 定理 . 
E64 ASRS HARARE MAST n- CHR, M 
推论 6.4.1 HA PPE, n" DARING HIE PEQ, BE XX EP R-D, EG 
fige, ; 
iE 30 Ei Pere Bre SR f, AUR AEG RE A ETE EQ a PF 
mi 3268 S5 HO Ae AE 
FUE. n Dn EG ET rd: Ed gu d 0-14 dide 9:——— T 
pup Tf EDRR. X CY XXn — IPE RITE ARERIA GRR F TRE 4c 


Q b, KART EAE x. Bae RN AAU RAO BUTS TR. 
1 MFisian-l, Bi WNT, —— 


2. SS P FAT Be KIS A RE. 
DEB, SER ATL RE ER BEA Ji i SE A ATI, AB A HO, BL 
1 Sa Fit a OTE 
f Q,-TU | Q] (6.8) 
j UGE WLBT THER. 
iin, He 1C o EMA ARTE RAT —(6,, €i, Co Cr RRMA, — 
如 下 : 


£1 ea e. er e, e, e, 
ef 1 0 0 0 1 — I 0 | 
ej 0 1 0 9 一 上 1 0 
Q.— (6.9) 
.e, 0 0 1 0 [i] 1 1 
etn 0 0 1 0 1 1 


(6.8) CARMA. QRS Tr 1, MOH RK. ROR, AP OU Ot 
( 可 能 是 集 和 失 量 ) 就 可 以 表示 为 共 本 出 集 矢量 的 线性 组 侣 。 


6.3 Ho àB & 


—^ ul e "T A SS REST 2r 61 2 XEBT ST 27 LI a RATER E RA OT In DC RU 2C 
HERRA E. —P RES RUA mig APSR AR. MRIS. OATH. 

考虑 一 个 边 。 0 AY, FEE BY Bh, 
ER SUMO AY, HA Pg S ez I BCH 
AH. SRT RARCHA MTN, WR 
2 出 现在 2; 之 前 ,那么 我 们 说 e 的 方向 与 回路 的 
方 尚 一 致 。 例 如 。 在 图 6.3 中 ，ei 的 方 向 与 回 
路 方向 一 我 ， 而 ,的 方向 与 回路 方向 相 友 。 

LAMEMMA GH ERE B= (6, ], 
AMF ASP P E MB. HOR 
HF: 

HG Aa HA 


~ 


1， WHRETRLERPITO RE. BAHAA- x 
by=4 一 1， MRSIRUMEBI CP, BARS RR … 
0, RS j RATEI Em 
IG BGS 
kept 如 末 第 了 条 边 看 第 i 个 过 路 中 
0, 部 煤 第 j 菜 边 不 在 第 个 回路 中 
B. 的 每 行 称 为 G 的 一 个 MIR E, 
KG, PARES. (CQ) 中 的 图 。 这 个 图 的 三 个 回族 及 其 方 和 向， 处 网 
应 于 这 二 个 风 由 的 BB. 的 于 给 阵 如 下 : : 


€, e, e, €, es €; er 


JBI eS 1 1-1 0 1 一 1 0 0 
fee 2 1—1 1 1 9 0 0 
回路 1 一 1 0 1 0 —1 -1 


d EH - 工 换 成 + 工 ， 就 可 得 到 图 6.1 (b) HE ae PR REN E, 


ms 


图 6.4 ABO FUEL E 


SE Rae. ma Be GRE NN. 4c, Cy Cu S TB 
E. KTM, kme—n+ Pp RHE TN —nt+ ith MHS. XEPNE XXE Xo [Lgs 

AGERE TOMB, AT, 

1 .对 于 1 cigm—n+1, PIPE Ke,; 

2. BUT MT ib CL BL E BO As IL BS 
be, WERGE ER ob RAR SEMA Ee, IAB BET T 

B,=[U |B,,. (6.10) 

xp. UEM— N+ MARE fe Pe, CRGA NITE, 

fiin Bje.l(a)mgyEDXP RÜTUERmUBIT-—i[e. e. 86, em RTL AE WT: 


e, & €, ei e. € e; 
es fi 0 0| —1 1 0 0 
Br=e, |0 1 9 1 一 上 | —1 一 1 (6.11) 


0 0 —1 —1 
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H Ce, 10) ARTE HA SHAH. BREST- AFB ABM TER, We 
R(B,)zm—n4ti 
AK — WATE, AMAA, BARET, 
IDE. dk DD RGEORMARAREA TBR CAA? 0, OX E TEN 
着 我 们 所 下旬 的 《 第 西京 ) prom feo Bg M ME RAR? 不 是 的 ， 我 们 
将 大 基 ， 下 一 节 的 论述 会 进一步 证 实 这 个 “对 偶 性 ”. 


6.4 正 交 关系 


在 4.6 节 我 们 证 肿 了 ， 奉 无 问 图 的 销 涡 下 ， 每 个 回路 向 景 对 于 每 个 割 同 量 是 正 交 的 . 
现存 我 们 来 证 明 ， 这 ~ 结论 对 于 有 出 图 的 情况 也 是 正确 的 。 我 们 的 证 明基 于 让 曾 的 定理， 

定理 6,5 ”如 玉 有 向 图 电 的 -个 切割 和 ~ 个 回路 具有 2k 个 公共 边 ， 那 么 其 中 的 六 茶 边 在 
切割 和 回路 中 训 相 同 的 相关 方向 ， 晋 余 的 K 条 边 在 切割 握 的 方向 与 在 回路 中 的 方向 相反 。 

证 明 

考虑 有 疝 图 的 切 制 (Ve， 立 e> 和 回路 C， 假 定 我 们 从 Vs 中 的 一 个 项 点 开始 AIC. pd 
此 ， 刘 于 算 条 引导 我 们 从 Ve 的 项 点 走 到 VY 的 顶点 的 边 e;,， 总 存在 着 另 ~- 条 边 e;， 将 我们 
从 妈 , 的 项 点 引 革 到 Ve 中 的 项 点。 定理 的 证 明 如 下 ， 如 果 el(e:) 在 切 制 和 回路 中 县 有 相同 
WALLA, Mie. Ce, ) 在 切 划 中 的 方向 与 在 回 政 中 的 方 河 押 反 (〈 见 疼 6.5 ) 。 Li 

"F Bi T fj Vu a AY rp i 3: XE Ei. 

XEXE6.6 CIR KH) «RSL PBR AB pe B, 
ALLY Se LO, MIRATI PU XL AES, WA 

BLQi==0 

证 明 

dy ib r4 A do B I Bs A 
s]. AIER Its Bt Alt S i AD PT 
和 水， 这 基因 为， 出 定理 6.5 en, KIRAR 
Eki: 和 8 个 - 1 之 和 。 由 于 和 矩阵 了 3-@: WRAEK KERRI RRE, DA 
定理 得 证 。 

Ue UE ERA MMS, CERE MARE Co FS YARD) 中 
RAGS AAR PEAT KR BE EE BLY, 

SERATA, MMA BAG, 2B MO, HGRA i jd TR 4E A Les f att 


图 6.5 


BA NSRR WB MQ, ATL EIT a HE, MAB MORE REUUSI EL Nas 
B, 3 [Br UJ 
Al 
Q U Q,] 
Hp E22 LA 
BQi~ 0 
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ip B,,— —Q1, (6.13) 
4R-[B8, B. n BQIBL, ces BV BEAR E, EB SB QT SE 
ABB, LEL EGKK BRAMESKE, WH 


891 -[8., Ba s As s BI, ] =o 


内 此 

[8,, Ba, ^, Bo]=—[Bori, Borer ty BLISS Eno Besser, BalBy 
TU EX, RUARC, Bu. cs. |. TR 

LEi, Be, Ba SLB Bua cs Bi Ul =f Beis, Ban eu Ena Be 

f Ciad 
RH, AEREA REOR IARE [PE ER A t ER EE. BIUJ 
R(BOs«R(O,) -m-—n4: 

将 上 不 等 式 与 【6.12 ) 式 联 立 ， 就 可 建立 如 下 的 定理 种 推论， 

定理 6.7 具有 ?个 顶点 MAUNE DAGAR REB MRE 2+ 1, OY 
SEHE, E. 

推论 6.7,1 Rim TG. MRA, PTOEGE EC B RE BARRY m 4 
p. HIC BEI. i 

RE a [e Aa, Bp Boar, c, OnE T VK RE, EAB, Me, ET: 
HAL, AKA PRR 


aBj— 0 
UE, Maz (0.14 ) RATER, BT RE) 
a=[%,, 9, ty &,1Q, (9 s 


KH, SPUR RM n) VA SER 2 — ERARE RELAX AA. A ARQ.) us 
RTT | 
R(Q,) = R(Q,)=n—1 
ETRE M6. 44) A- AE, 
TE. Pah AE A PR 2 Ate, Ema R NN, 
(0.14 ) RM (6.15 ) 式 仅 仪 是 我 们 在 推导 和 定理 4.5 的 过 程 外 所 作 让 二 的 BARUS, I— 
Ap ee Cu) 可 以 表示 成 基本 回路 { SEAR) 的 环 和 。 


6.5 切割 、 关 联 和 回路 矩阵 的 子 和 矩阵 


TW, RAAR FER, SUE SUARBURURRESBIMQ. A. PR (rog 
策 阵 ， 并 且 讨 论 这 些 于 矩阵 的 一 些 性 质 。 

定理 6.8 

1. & 0 EDREEQ.EU 2 [BEC TEE RREATE OUR, Ix Fe P OXP ON ce epig ce 
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à. 

2. t E BE XE BB, AN EEE RARER, EMEP AY, 

证 明 

1. 我 们 把 人 @. 划 分 成 列 ， 使 得 

Q.-[Q*'^, Q', se, Qo] 
^8—[]8,, B, ，…， 则 。] 为 一 个 回路 矢量 。 由 正 交 关系 ， 则 有 
Q.8'—0 
BQ OHB Q e E 8,0 =0 (6, 18) 
| BRK RE, MRR BRN TPR TO, ARMAS WO, LL 
(6.160 Aft Si 
BQUU E 8,917 HeH Q P0 

VOR, ERRIO, QUO, o, OO SHAH. -种 线性 关系 ， 这 在 询 对 启 站 - 
PLS EXE, 

z.Xk Wed FEET AD 1 eA m 2 ER TTAR E a 

3&1886.8.] FSANZ ITER BR KA, REST RTE De 
RE 

ue 

Ub KEARE HATER, BRR SSI RES. ORR APA 

定理 6.9 uP RAR BACH EHRMRAN— Pr — 19] FABRE S n6. 

B GU XERET EB BURI ET RG a. 

证 明 

BE EAMA di TE RUn— 19). Dixie PU RARMETEOE TG EE DE 由 A 
Tee .8 f, Tr Gf RT RB ATE ES, MIA PCRS Réqnu-ijuiTspu 
FHS. 2, APR GE-- TERRE, 

b AE XE DIN P4 

XH, Xem nt cpi SA BOE RRR TIDE Lib 
FFE, TELER — rr EER BELA SEI Sal, 

定理 6. 10 SERA PA MAUNRMEG. FQ RINT Dens 1 
OMERE Qutn— BPS 27 BE ae AE Be pe ay 24 BA RETO TRE ig Ug Xo ie ue 3o 
EGE PERR, 

证 明 

DEE RO SUES 

Q«[Q,, Q] 

QE EM. PAO, URE. EERE. SKA a. GRUA SSR 
Teile. BEA IE RR A — RA, IN IG AE E32 28 
ND SE IRATE gts yum 


VERE GT T8. Wn, 


[Qa Qi] 
AEQ HZD REP AEE TE. TAL, IET TY AG M e f QU 
Q,-[U .i 
IN QI TI AT RAS OAT RE WARTE SR 
Q-[Q,, Qu; DU, 
SDU Qu] 
Kue 
Q,,—DU-.D 
iT DAERAH, KERNO NO HEROS iR KAEN- HO, BARA RA, EERS 
ETE BE. 口 
“Pit Pt ART A L, 
定理 8.11 Sear PA, mee BAG. € BO Hm—n- 1$, HR 
m—nda 1 YY SBP Bi — BEES Bui i Cre EAL PRY OTE (US gp PE 
KESI BRE BAP PDE RARE AL 
证 明 
RE JEPE DB AYFER 
B-=7B,, B,.1 
Jib, B ea ase. AAB Oe RA, I. RR A OD A 
Tc Grup HE. MARTA AR AM—n+1 hi, xt, CRRA GH KS EL itas 
ATE CHAT. Bibi Gf T EIAS (152)82.18) . 
RA BSR AEB AER 
B -[B,, B,, | 
HB, RAS GAMER. Be, 54 CY T TRA a Pt BE ze p] ng X 
B,= {U En! 
WR Bit WRB RATA S, MISI dg By 
B-[B,, B,,) DB, 
=D[U B, 
AlB, -DU-D 
SAB AB BA SK tkm —m-- RUD Zope MON, ÉB ,就 是 非 当 异 的 ， 定理 的 
充分 年 得 证。 2] 
AY RM HES. 10805. 11, HERL a PITE GEILE (6.9) 408 (6.11 ) 式 所 示 的 
AEQ AB, WFR LCL, Os, Cs, Cr HQ AY 4 附子 方 阵 和 对 应 于 补 生成 请 Les, 
$4, USIBIE 3 芥 于 方 阵 分 别 为 


i 1 6 0 
0 -—-1 0 0 
9 0 i 9 
Q 0 1 1 


8 


1 0 Q 
[-: — 
0 jy 一 1 


WY DASE TEI PS PERE I RE, Ae aE a a. 

PRPS vg RAE SIR BM GERE PE, DRA, 

定理 6.12 KA Hie STARE IGA RR AB — T8 1E 3E TE SUL, 
AUimaa HHT SRRRAS AL, RELA 

证 明 

设 妃 赴 以 ft 为 参考 项 点 的 关联 外 阵 ， 息 定 

A=[A,, A] 
RE, A aR. HEMS. S490, HEFTA RT ORR AER A. 
PLE RIST T ifs d) e Ke Qu] VAST R 

Q,="U Q,.] ` 

hEH6.3, EWN STUART RRM MRED, MARTTA 把 Q, 

* Q,--[U Q,,]-D[ A, 4,1] 
这 样 
D: Aj} 
LAE BOS i fig. SHRM MRWCKV,, Vio, 
Bt 
Vo= {Vy 9, orn, A) 
以 及 
V eite Vass, cn, Va} 
BEMR<V,, VSI AAV Aa. Wi (6.5) 式 得 到 
G=4,+0,+--+4, (8.17) 
= — (Gn, Happo Hin) (6.18) 
X Ha RAMS d f. 

Ox, WMT ae KAA. Bi, MEV, MAT Re RRMA EG 的 
线性 组 合 ， 就 必须 把 ,写成 ( 6.18 ) RNB. WREE, WpoMAEq BR (6.17) 3k 
的 形式 。 在 这 两 种 情况 下 ， 线 性 弓 合 中 的 非 零 系 数 或 者 全 为 1 ， 或 者 全 为 一 1， 

这 样 ，= 4 的 每 一 行 中 的 非 零 元 素 或 者 全 为 1， 或 者 全 为 一 1。 口 

上 面 定 理 的 证 明 户 发 我 们 得 出 了 下 面 计算 4i ' 的 简单 步骤 。 

1. iA, 格 成 了 以 ze 为 参考 顶点 的 关联 第 阵 44,, 的 树 了 。 

2. 将 T 的 边 标 记 为 e,，e;:，…，e。-，,， 使 得 e: 对 应 于 和 ,1 的 第 i 列 。 同样 地 将 T 的 顶点 标 
WHY, Vy, ce, VW, MBv MTA, Bis, 

3. SAT MRAM Fe, MEP, 1<i<n—-1, RFR. AT Ee, 3f 
! 令 1 和 7 为 产生 的 非 连通 图 的 两 个 片 。 没 Y。 为 了 ,的 顶点 R, VT UR, Fie h 
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VDA BAD. mec Va HA, ATA, Be TV BOR 
RW ERE RA 1, SUO O ine vcV, MARAE DS UG 
H, MEV RAE LAR I, HiT WK GR HHO. XD > 


€, 9, 6, e, 
Ui 0 一 上 
V. 1 i 
A= 
v.l—1 0 
D, 9 a 


ARKEA HAT, dnpis.o em. 


7, 


ibl 

D c.6 LORT (T€, 

沁 了 担 到 4 的 第 一 行 ， 我 们 首先 其 了 市 移 去 et， 从 而 得 到 两 个 片 工 | AT, ma 
6.6(b) pfo. IE 

V.—iv, Uv. Vs} 
l V,-iv, vi) 
因为 参考 顶点 在 V Hh Lb ie Az ia sdb og scr V opos Rv 92] EO XE 为 一 4 
其 结果 如 下， 
; [0 e ~i -—1] 
以 同样 的 方法 ， 我 们 得 到 Aii 的 所 有 其 他 行 ，4I 如 下 : 
0 0 =l $1 


一 | D 0 0 

Ai!= 
| 1 1 
0 0 0 —1 


6.6 AMIRE 


PAUP EA, MUR TSE PERETTI yt, — 1 或 0， 
Ua BATRA, Q AUB ROUES BUEN 
定理 6.13 AIA eR ALE LY, 
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证 明 

我 们 对 马 . 的 一 个 茸 方 隆 的 阶 进行 归纳 来 证 明定 理 。 

亚 然 ， 凤 .的 每 个 一 阶 子 广 阵 葛 行 列 式 为 1， 一 上 或 0 。 作 为 归纳 假设 ， 假 定 每 个 阶 
数 小 于 下 的 子 方 阵 的 行列 式 等 于 1， 一 1 或 0。 

ABA AER dE SRP. AMBRE AB PIES LR, — 
+1, YOR) —T A — 1. AFR PTR ESS A. BF OE dE e TU MA + Ai 
— 1. FRR, ARP TH, RAP OR. XE Boys E 
a TEFEK. ATERRAR, HAR, Fel RA a 
yA 1, LJ 

SQ, An RAEEAGHTRMERAT HEA RRA, Wr Td EAD, b. 
Ut, Diui 

4 C' A Gic AM (anb. ) 的 两 个 端点 短路 后 所 得 到 的 图 。 央 ub, T-— (b. } 就 是 
G' i] HR PI UE LE ECL Qo EA ER Io RIDE. 的 行 , 并 把 所 得 十 阵 记 为 四 ; o XE uc HIT. 
Q EG AFAR RIT —(b FA BIRR. XXE, AOI Uf ET 得 的 第 阵 就 
REESE LAA, . S CH RTA, HOMECARE hae 
Ab fe E T yes SH AS d Se NE, 

tw, AR Re. Ow HAG, HÆ 
ASE EEO (6.9) SUED. WQ, 中 
ah | Mpxe. e.mpmo age) m 


f2 


Ci 0$ Ce €. Ê; €, €, 
Ep , © @ 1 —1 0 
e i ! 1 LU e 1 I 


RS BE, IAE PEARL 6.7 所 示 图 
Nope, eo MM ARAN kg. wr 
Ist HOP ATE Yes, ol UK GOH 
$6 Sin Ae 4 m. 

XR6.14 AON CAE Aut 
FBG), kp n fs s Rt). 

urBE 

OEGI do RT, MIA WS, DRE 

Q,-[U Q4. 
GAY XUPMRARUBERA-[A, 4.3, RHA WMT TR. gp 8t 386.918 
^, Aye FRR. WRT HQ, ty 
Q,-(U @,J= ATA, Ais] 

MACROK En — LPT, RRR AGHWAR, DAM AM RIFE, 

HACA D, 由 了 detD= 土 1 或 0， 以 及 detAi!= 土 1， 央 此 得 划 
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detC—- + 1 wt 6 (6.19) 

CT SEQUELA A- LF, MARET Ae BATT Ge Ann H 

EE SER. dello + tsko. PEE 9) 可 以 按 证 
Wy (6.19) 的 方法 进行 。 

xk, QAT URAR b ick o, AICO, OR DUIS ID. m 


E615 REGI (EE Me RE BE BY, 

证 明 

A BAQ WOME AR ALL ASE AS OB PR Be pen RO,=[U Qu] W 
yi (5.13) acf 

Be=-@Qt, U) 

depo, quy egy, BPO! de, SE 口 ] 也 是 单 位 模 的 ， 就 

A dti apr f. | 口 
6.7 生成 树 的 数目 

本 闻 ， 我 从 将 导出 一 个 计算 连通 因 的 生成 检 数 于 的 公式 .这 个 公式 是 在 定理 6.7 的 基 
Bo, RL ASE FIO RBI Se DU, 

一 个 主 行列 式 { 或 简 TIE FRR ARERR ARN TI OPP x q Br 
A, QRAx n WORK Mpeg, PHIQU X Y RB LDR. WD ^om 
i, i, o, b AAR, SEAQIEUSOCTGRBURIRQr ER, io c, Lair. Fl is, 
d 


WAHT PAF au 


QR RIS K-F XS 
2 -1 
一 3 1 
定理 5.16 ( LL-H) ”如果 P 是 px chi ORax pee, Hrag Ma 
det( PQ) = Z(PRIQWUSERAAL - 6358] EL) cl 
xk tog PU HE RS SCR E 6.1]. 
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aspi, WM RP MOR GRE, MEA HLICISI HH as 2B 


| | 
seo] dE zd or sel s 
b 2| j-1 cji? i {+1 ML -| 
PX 2 «13 "nd 2 "2j|1 2; 
| c X 
Tia afl 2 


= —-167 

定理 6.17 KCER. Ak HGU E AR LEE JS RED Bal ir AAS 
OUR. KE 

T(G) =det( AA!) 

EGO. «OD EGBUADRAS BOSKEL, 

证 明 

由 比 耐 -- 坷 元 定理 

det ( AA! ) =2(A 利 4 的 相应 大 于 式 之 积 》 (6.20) 

wa. AMA HEKTARA ETF — RoR IAA Cor 6.13). Mit (6.20) 
SUB YDKR AP mp ise desi Buc eh, AMARA, HK S 对 应 本 有 4 的 
K FREIER AL 

这 样 , (6.20 ) 式 必 过 求 和 和 式 中 的 非 零 项 与 G 的 生成 树 之 间 就 存在 着 一 一 对 之 的 类 系 . 
BUE, EMNE . o 

Fp FBS. SOM RAG, HACHRAU aE ERA NES A, üt 
Ej6.8(b)ETZR. LA AEH Oe. Aes SA SRE N 


€; £i e, ey es 
vri Ü ü 1 D 
A-w0 一 1 1 =i 0 
v, Lo 0 —1 0 一 1 
v. L^ L2 ， 2 
H 4 
£i £j | z 
€, D 3 
3. fs 好 
v, fs Vy 
fal d» 
Bl 6.3 
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Di 


和 
del( AA*):-8 

图 G 的 8 MERRE 

ei, €,, Ests {C1, Ca, €}, fe,, Es, €s}, lei, €i, Es), 

e, €z, @s}, {@3, €), C}, (eu, Ca, 00, {es, €i, eel 

Bo, v.e, VERRA BMG UU AR. GOMER =[k] E — en rti 
陈 ， 其 定义 如 下 ， 

kufa 。 和 如果 Pr 3 HAPERT AV MYI FT 

"o dd(u), mpi- j 


我 们 可 以 很 容易 看 出 ， 天 一 4 人 5， 并 与 我 们 在 得 到 全 项 点 关联 矩阵 及. 时 所 选 PEL 
无 区 。 如 果 了 是 4 的 参考 顶点 ， 那 么 可 通过 移 去 下 中 的 第 r 行 第 r 列 而 获得 44+。 这 样 ， 定 
理 5.17 中 的 矩阵 双 4+ 就 可 以 声 接 由 图 台 得 到 ， 

册 庶 年 阵 的 定义 可 以 清楚 她 在册 ,下 中 每 行 元 素 之 和 为 零 ， 回 样 , 开 中 每 列 的 元 崇 之 和 
世 为 零 ， 具 有 这 样 性 质 的 方 隆 称 为 等 代数 余子 式 甜 隆 。 正 如 它 的 名 字 所 晴 示 的 那样 ， 等 代 
CRTREA TARR EROS. DE, BEM ITRAAT TNA, Trib 
文献 -6.3]。 

定理 6.18 —PERWEG FLA REHAB RAT CC RRS MI, H FORMERE 
ix nM i] 

"FHidEW—4 RUP en de Fs Dis LES LATAS HERES B. GRO REL 
nn 4- ARG BUS SC PLES GA ice in c LB e. 

定理 6.19 i CAYLEY 定 理 ) HPne, degunt PUR. 

证 明 

PK AS P, WAA EOS Feat 


| n— 1] oe e — 1 
ed Q-—1. -- —t 
=f — l] : n—i 


He 617, RPE TA h TEKE ERARE, Gk 与 re A 
Fils]. 
为 了 计算 det ( AA! ), &AAA'IhRER fidt AAT BT, ER JC EJ 
100 


n=l en -n vw =ñ 


—1 n 0 0 
=l 0 n 0 
— ił 0 6 n 


TE E RAE hs 17303058 115, (Ef SU 
i 9$ Q0 c ù 
=q n 0 c 6 
—1 [] n vee 0 


— i 0 Ow mj 
UT BER IIa Bn? A -AAE AT I, FP RET 
AMA, TEH HHE. L1 
Cayley 定 理 [6.4 AJL ENN ER AR OL), BARE. STAI 0.6] 


8.8 生成 2- 树 的 数目 


ART. ERATE PS GH AAT YR Bek TX 5i x BER RK, 
At, RNR RAS, EPS, RDS RET Ade] 3E 
3H P. RINK STara 2 ARTERA, Hee, v; v. TER eE 
RA Uv, Ua Us, oA PEOR P EG P RU XX EE A RY ROA JA Ts pe ZR. 
iu, AG. MOWER, whe, Me IMT p Tu uM XEM, Buon l, 

Ti. Ri MARR-T+AMAM REE, DEOR RÉEL AME ACOH RA 
EREADER. WE. RTA AGA KKE, CRA ARTE, RERE. 
PEARSA RA ANPTMWT RAY, AQSOROTAAI RS C I) RK, 

SA RR Ad ose SHE AEE, WRG EEG Leon az Pe 
的 图 ， 那 么 可 以 很 容易 地 验证 下 面 两 点 ， 

1.4-, 是 G' 的 关联 矩阵 ， 此 时 作为 参考 顶点 ， 

2.—- 1898-6 AU T G' K 4 AE RUNI, 08 B OUSOX E8188 成 了 G A- e deor 
Ta. 

ROE, FEA MARE RP GE IT o BE O-PS TEL E TEE OR X. 
$386.20 XL-F—4 X48IG. 


证 明 
Bf A,-de ( AL45 ) ， 因 为 4 的 非 零 火 子 式 对 应 于 G 的 生成 2- 树 Tu。 度 之 亦 
然 ， 所 以 定 悍 立即 得 让 口 
FM SWAA'H Ci, 了 ) RTRA, EPR 
Ayy=(—L)'*/det(A_,At,) (8.21) 


Hy Fog ry ju BB, 
det( A ,A*,) - ZCA FLATS RINCACT 3L RI, (6.22) 

AS EAS REX TAUERET — 4E IIT SUELOS. ARA NT EER FIP 
PET AAR, A, (8.22) R ARAR IBS ERE ORE MT POT, ga 
(RRO, Xie TEE nire di — BUSES T JE det ( FF) Sfr PLA, HP UE 
AUT, sr S CBE KIK ERE 

定理 6.21 SFERU WSS, AY RE. PORE (E FT RT E 
-FHV We 

det ( FF) —(—1) 

证 明 

ST AT AR AT WARN. EO ET, WA Ee H RPP ye 
TPM, SIR DL AR AALS y 


x 

LOT, H pep BE; 

2. DARL DERE ET, KEARE HAX ET v GRUT f EU, 
BES y ERNEUT DR US, 

BPE, d 386g s p) A 96 Cr ATT S A DEOR TIE ONERE AS PNIS fL 
bal 

SH, FOR FR -CE POG, DATA 

-(—1) tidet(P_, Fi) (#.23) 

HiaBie.l8, CHERA R REA HIB, ASST ERRA. Ale EI 


CijG', JORF 


dup -1 
所 以 
SHH, PORAqox-[CRG'. RFR] 
[detD ]— 1 . (6.24) 
ifi 66.23 ) C81 (6.24 ) 式 可 得 
det(F., Ft,)2-(—1)'** LI 
Eg Sd RE BA SCA [6.7]. 
RG. 1457 8 T FB Aie. 
定理 6.22 XT EEG, 
Ais Tuh 
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证 明 
A (6.22) RA WRAP TIES MST eS IP BK 的 行 MK, FT 
得 到 
detl A, Atp -(- 1) ira, 
所 以 
Age D'*'det(A A!) 
ST, E 
ATHER. 2006.22, TRU RG. 8a) PHA. MR. 作为 AMSAT, 
BA 


E 
A . 0 9 L | 
0 —1 1 —1 0 
所 以 
t, -det(A., Af) 
: -| sa e l 
0 2 
= 4 
也 及 


T^ --€—1) tde A, Af,) 


HEH) 


== 2 
TiO EPR, E IT an do E 
(e, €;), tei, e.) fei, €i, fe,, e,) 


而 形 如 Tat Bad: n 2 RE 


Je, €,), 164, €). 


6.9 ”有 向 图 中 有 向 生成 树 的 数目 
本 此 我 们 讨论 一 种 方法 ， 用 它 来 计算 一 个 共有 特定 希 点 作为 根 的 给 定 有 向 疼 中 有 向 生 
成 和 村 的 数 朋 ， 这 是 山 文 献 [6.81 扣 出 的 。 实 际 上 ， 这 个 方法 是 定理 6.17 给 出 的 计算 一 个 四 
生成 短 数 目的 推广 ， 并 且 出 下面 所 定义 的 入 度 矩 阵 给 出 。 
—^3XHX. HV-Un. v. = v/WRIG=(V, ERA Rege K [I] ft 
BRE, BSW 00000 


i NL tin q, EL 4jw £& A v, Ji ETC RETE 
"O id (o, WRP q 
AK ARUVKP BEAT, AIP REEE. 
Tutte2r pk AE tae EP ERRELE. 
86.23 RAM. HV-— (5, v, e. v.WAMG=(V, E)E— Tt UL wR 
Xi sp, YU WYER Ae K Fou DE EER: 


E " 0,  *ipor 
" dno mper 

2. Got(K,,)— 1 

证 明 


DOO BURCH SIGUE e Do AR ING B. 很 显然 ，G 是 无 TRAY. UU. 
(RST) HEI, RAG, DRGWAMMMBAHBE 1 2, 0s TOM OG 
的 顶点 。 在 这 样 的 记 歼 中 ， 根 顶 节点 的 标号 将 为 1 NURCHÉEA PEREDEKC WUE II. 68 
i 列 对 应 本 标号 为 i 的 顶点， 那么 我 们 可 以 很 容易 地 看 出 ， 玉 ' 上 有 以 下 人 性质: 


ki= 0, 
Kip l, 对 二 了 天 1 
ki 0. HEPS 


P 
det( Ki) = 1 
EAK TRAE AAK pure yA A TS. ORR IS ETT 
COHEEBTITUISEUER. Big 
det( K,,) -- det( Kj) 1 


充分 性 EEG PA ROB EEK WUEAUSGR KDE BIETEN db RGA e — AA 
Tl WE 1 EMS AIR AORTA, CRA - TEC. re ATE CH. ix 
PR BRA (2 20， 或 者 对 于 CC 中 的 基 些 其 他 项 点 2 (vy >1, TER LR. 
AUPE AOI. RAL ATG | 

1. C 4 fe A ERI S 

2. CME: - HBG CHE EUR CX. 

Mites BKN—P TEAK, K RAW TOT oe 由 于 上 述 性 质 ， 上 人， 
HEP AMEE Cre PTI AA POR. TAT Efi BW 
= 因此 ， 攻 ,的 列 之 和 为 零 。 dd ope OP MHZ A F SEU P UL" 

, SRK, AR GUAE IER IO, ROR 2H. AEA. i] 

下 面 推导 THIte 的 方法 ， 紫 方 min A EIGRE bL o DE REPRE AR BS Tal 
(RUG 20 AE. 

MME AG. SK ORANE MARR, K'xosEK[UHAMM GR SI PAE 
SLA. S ERGUE TEARS, Hha w, )= 0 Md-(v,)=1 (per). HAR 


ISI = Trd- (o) 


TH, xPT4ETCHBlgCS, MAA RAR ae. CORTE T. 
Ay Fy Hun fg FSC RER RL, REICH TAI RR. P 
如 ， 如 时 
P-[n.. P. oc, PP. 0s Pal 
JEP SND, Pe o DIPL, c DARTH, BA 
detP —det[ p, p, Di Pa] detU pi Dis s PY PL] 

FILLE Er 34s on RO PEE RK (GOP fS oe RANE, GELS REO 
detK'fG) 写 成 满足 定理 6.283 中 性 质 1 的 每 个 行列 式 | 全 之 和 ， 可 以 天 出 ， 在 这 些 行 州 式 
SSM PRAISES :一 对 应 的 关系 。 这 样 

deck (0) = 25 deut (g) 


ay A 
detK ;,(G) = SidetK,,(g) 
因为 
detK / (G) - de K,,(G) 
LAB 
detK ;,(g)=-detK,,(g), — XT AGES 
我 们 得 到 


detK, (G)- Ð detK, (g) 
ves 


由 定理 6.23 可 以 得 蔬 如 下 结论 ， 上 式 左 边 求 利 式 中 每 一 个 行列 式 是 非 霍 的 ， 且 值 为 1 ， 当 

Hv 38 SPAM TATA AR. IE, RATA AA Tb BUATNN. 
定理 6.24 REARAPAMAGMAB BH. SKA MTG DH AD,, 因此 ， 

GH Whe, ARRA MERRIA tof H FRR Ht: ' 

Ta detR,, 

IR, K ABEK PATI IG EAER E. 
Bride fof JE 61H P Bx ERULE SE SERES) PIC WE ETE, 
AERE OTR AM RIG, Wiki Re, ARIES ERREA E 
GHA LE RE BER Ji z 


0 — | 3 
以 及 . 0 -1 tue] 
Kis 0 2 —1 
0 -—1 3 
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我 们 可 以 把 天 "写成 


0 一 1 一 2 0 一 1 —2 
detK' = 0 2 —11l- 0 1 —1 
0 —1 3 Q 0 3 
0 0 —2 
+ 1 一 ! 
0 —1 8 
一 1 一 | -i1 一 
= 1 t i+ 1 0 
0 1 0 l 
0 一 外 0 
十 0 1-12 
0 0 1 
0 0 一 | 0 0 —1 
+ 0 0 y+ 0 1 0 
0 一 1 1 0 —1 1 
0 0 0 
4 0 1 | 
0 一 1 


上 式 右 边 的 这 六 个 行列 式 对 应 本 如 下 过 集 的 了 图 ， 
te, es), ie,, e). CP ei), 
ie. es}, te,, es}, {eus e,} 


从 上 面 的 行列 式 中 移 去 第 一 行 第 一 列 ， 我 们 得 钊 


i | 0 = 
cork, =| 2 1 H 1 0 1 } | 1 1 | 
一 0 1 0 1 


1 3 0 1 

1 0 |! 0 ) —1 

-1 1 =k i d 1 
-5 


Dv, WRR 5 全 有 向 生 成 树 是 
1e; es}, {é1, es}, {el， es}, ie es}, fe,, e 


6.10 邻接 和 矩阵 
EG-(V, ENX-THPHMNH WB. SV=lv,, Va os, v). GELASRUREEM 


+ 
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=m} inne, Hep, Sn T. 
"nl HEU, vQCE, 

MEE LL LL 

例如 ， 图 6.10 中 的 图 的 邻接 矩阵 如下 : 


UV, V. UV. V, 


yf i 0 íi 46 
vjl 6 0 C 
M -= 
v, ju L1 0 I 
vp, [0 1 0 I ty 
EAPO YT. mai, RAM RE 


Bv RICE I. mo 
T wifi HRS — 12) Xi te Pe am Eb. 
z:388.25 My eK s p Av sio, FL Ber ep ECT 
证 明 
用 对 7 进行 归纳 来 证 电 ， 很 明显 ， 结 沦 对 := 1 成 立 。 
iB, S AEM RA. Bit 
m= = (n7 -m,;) 
: d pen e Pm, 
Ala ma 
Met k, PERMA PAME IA HT Mee, BEEE AAE, HoP Ra 
REMA Iv. MERINE SS), Me dle, HEE Ari A RAA = E Ae, al v; 
EKE Ur Reg emi ay, Ahija- Ss). Ks Eng E. LJ 
pu, JG. 10 BHERUJABPEM SRW: 


2 2 H 2 

" 1 i 1 I 
Ms .= 

2 1 I I 

2 l 1 H 


TAB ATR C 1,4 2 S8 iT Mns Slo. B IE Br Du 3 RES PORE Lxx Hr E 
lës Ca, EMCE, Ea, e.) 
王 面 我 们 讨论 测 文 献 [6.9 DLd ARREN, RTE RR ER TELE AUFS MUS 
MEERA HEH. PT SLAP, FTE ARR . 
AARGH- EG- PAREN, TEAR PERE BEA IA A He ELE g 
Fl. WA. KRM TIM 27 ARRERA I ERRA, SOP e GI TLE 
Au. AG TOREA -T Fuga. 11CO ROO BE. 


Un: A i ONL Sacer RIS POET dn ares Îsi QU ARB 2,3 vm quo 9 


grr, BATHE ER. FARA, RELTA. Tuis, eR TES 
1 3 4 2。 将 它 只 要 经 过 下 面 两 次 交换 ， 就 可 午 新 排 成 1 2 3 4, 


V" er 1 
ey ?s 
V3 s V, s 93 
[al 地 ] 


图 6.11 Bg6.10H1 E] RE Bf L- 
1.22% 3 82; 
2.283% 3 和 4， 
BiU, XT HESU BHE. 
定理 6.26 SHY Pet ESCHIMBIGISI-N T. $—1,2,-,$; 工 /为 H, 中 的 有 向 区 
H3 MAG HARRY. USD 


detM =(— 1 "DD 


证 明 
HITRA EM 
gen 2s De paber Man Mar o Marg (6.25 ) 
3 
这 里 


1.609 Go Fy VEL, 2, lg PREF; 

2.8 ()J36— HR HESI, BAe; peleu =1, RIA --1; 

5.3552. EXT, 2, Ct, n 的 所 有 排列 求 和 ， 

ACE Fim y= mu, een Mar EPAR (OY, BD. CO, 9 sm C 
v; ). ERARE D. ee RHO KERE- ANS CGU Xo 0X 
作为 前 一 有 序 边 的 第 二 个 元 素 。 这 就 意 RA. EA Bv. v4). (Vs Udon, 
C% t, AFR, SPER RMA MST. XX 16 (6.25 ) 求 和 式 中 的 每 
AES IGOR — P-L. RIP T 3E E Nm, nni os 
Um. 

例如 ， lde. uibh ihl- BR me, gM Mae 

RRA D AUGE sa Ut LERE. SCHRETT], js "My ipn - BE m 
AA tr Fi eo AE a 


Wi vj). Ct, v). ets (vr, Vii 


) 


i08 


xx HE AS de Mf A HT HE) 
2y, by, ct be 
而 它们 的 终止 顶点 形成 了 排列 
Ed. cd 
AAA BIE, LUOERTPoO-QGxAKES Mai, hs e LER HE Mi, ie e 


t 


假设 在 对 应 于 畴 ， 记 ，…， 记 的 !- 因 子 中 存在 着 工 个 有 向 回路 ， 会 这 些 有 向 节 此 的 长 
度 为 0,，@%,，.…，ws。 周 此 我 们 需要 经 过 
(0, —1)-- (0,7 1) +--+ (@,-1)=W 
WH. BIBI. de oce TERRILL. 2.0.07. 


所 以 fn, Pg oes ake Dt =" 
"REM ATNUF. 


1.4) PARE my, orem, HE EGTA FH, (EB UND): 
Lero oma SCN, BLAH he ee 


OK, (6.25) ORANG A 
detM — (— 1), Seep" n 
Bid, AES LPIA. AL, 
Laad 
L,=2 


Pisb, FAG. 10 By Ky SB ES c AREE 为 
(—1)' -C-1):—0 

JOEAEJPEESUSR, HATTER. 

"DESCRIBE, Bsw (d, JWA w Aa, eee M=[m, 17 s X 
WT: 
mon Ue SUSAR IRA BUSO IRR UR 
"o (9, WR AT RO, Ev RE ERE VE 
ii NE SCGRIE- 个子 图 五 的 权 积 16 CT) ARAB WRH A. UH 
ASA, WREX w(H)—1. RE, TRE MS EIS 6 cen — ^ E . 

定理 6.27 ?个 项 点 、 带 权 有 疝 图 G 的 邻接 扎 阵 各 的 行列 式 为 

dotM 一 (一 D'E (— 1) mo CH) 
icHBEUERGBS—A-1-Bl-f, Da RTE dy ii Inf gi p. ee 
6.11 BHC Coates ) ginis ( Mason ) 

AW. RRE EOS SE POR RRO RAMI, Bee 4 YT Hy oe 

MAL G.10 VF CRAL G11], [6.12738 HAR Bip E A SI A 


inn 


6.11.1 8 X 法 
AE 组 方 程式 所 描述 的 线性 系统 
AX— Bx,,, (6.26) 
XR A-[a, |p x pris SB, XA AMER, xu ce, KAKA, Diu 
Xb, b,, Ut b, i fu on RE, x, +1 AER. 38418] EA floc RE - 


Xy Ebi (6.27) 


X: detA — 
HEA ZAM C, k) RA PR. 
RART HAA BY A EAE BE — BhisLAM Eus. REAR EMIRE RIRE T 
WLS A TRE. MTR TA TERA MEG, CAT ) RE A MR, 
G.CA' ) Rin ELT BURX, Xa, ons Xare MRa, MAG, CA’) vp d? 
TE HRM dx, FA A. BR, AEG, CA’) RR EGA") 


fe eA. 
A94. SBR AL. 


2 1 l Xa 1] 
j- vb x2 = 1 ? [rs (6.28) 
2 1 2 X4 J L-t) 


JANE f EA Dy 


2 1 LU odd 
zi — l 2 0 | 

2 ] 2 1 

0 nl n A 


tj (6.28 ) WRB RWS REGA), UEL a) BIER. 
Hom, RATA GAA a p TR oe Gaian HE (6.20) o0 BR SE Rh 
F^ WI, (8.26) APRA ETT EG BOR, UBER Ice NERD T Ji 
MocEOELZORVSTOE. EU. SAMRAWSRMEG, (A), nib EXE dS GL CA!) 
TAY, TEER. (6.28 ) RER AAG, (A), Waed (5) Bos. 
VAG, CA ) AMET RU RC, NAER E RU GE EPER AA A Dl f 
Mi, BEA RE BG. 27707 44 


CULA (i) XX — 1 wUD 《6.2n1 


MHEG 44) 中 的 1 AF, WARDA, EHRE EK Go X HS R 
们 莹 能 够 以 CA) 的 1 因子 的 边 权 积 形式 ， 求 痢 (6.27 ) 894 H Peu EGC BOT 
UR PCAOB, RIEDKA.. 

3, 09) il sha dB tila ROT I 353632 RGA ME PAR, “a a) -条 


Meds RP, (5) 一 组 包含 了 G(CA) 中 除 在 PP 让 外 的 所 有 顶点 的 项 点 -不 LR 
WIE. WU, [86.1200 E S AGCA' 288 — 1 Moe 8p oc RS1- PS XE RS 3 Hd 
6.12 (€) Bon. 


*3 


£0.12. (OPE BIG.CA?1); DAGA) ODWAGA N EHH MI-BF. 


定理 5.28 RGAE T nxa ME Aq DS NX BS RA. AK 
1.5,7 C7 D'7 ZIC- me H); 
2.57 (C7 3i (71) mwl), if; 

ENTITY 


这 里 

有 HH 是 从 G。( 肪 ) 中 移 去 价 点 %, 后 所 得 图 的 I~ 因 子 ， 

H ÈG(A P BS MJ TR oc a BS 1- DRE 3 e HR, 

LAL, 7S dE HH rp SURE TE EL ER. 

uy 

1.a AY Hie 6. 2749h. 

2. 注 意 到 A,; 是 这 样 的 矩阵 行列 式 ， 即 除 第 RAL, MARIRE A US 
ARRAN OSEAN. SHR AA Rm. BMG (ABA BAT 出 
3i ( 包括 ;外 的 自 环 ) ， 然 后 再 加 上 一 条 从 x 指向 %, 的 权 为 1 的 边 ， 就 可 得 到 者 获 图 G. 
(Aa) HERRER., RNE 

A,=detA, 
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TODI Few) (6.30) 


RAG. CAL) 中 的 1- 因 于， 工 。 是 再 .中 的 向 品 路 数 。 

每 个 1- 因 子 芋 必须 含有 数 为 1 RMD. FAH PERRA, RREA GA) 
的 一 个 LATE RH, Www). RANBIR, EGA) PHL 
GA) HRT, 2 RTEA MER, Mw H SWH), Be Wt 的 有 向 回路 数 
KURA Bay, RTA Liy=L,~1, 因此 ， 邵 {6.30) 式 可 得 


Ag-2(—1)7 ico "vC Hu) Li 


MACE OA, Bb ( 6.27 ) SORT. ART GA 中 的 第 j 列 用 B 代 的 后 所 


FOBEERUTISUSS. RIBAARMNE SAL WER RMA EBA PH Nt F 
SKF a PER: ), Bh 


dil 
p 
‘ 


2e Å= C1) "+ men 1¢~1)det( Ag, 1) a) (6.31) 


His Bio 288925 88 4r Tf 
(—D™ det A...) (1D D (—UDUFPwGL, Gu) (5.32) 


RMD, BG CAH AST SPER ATP Rer Co.31 ) XX f (0.32) XC, 


È bAa CD” E (rH) (33) 


上 Vari. 


Br 


mC 6.29) fn Ce.a2 ) aR, HAE BT ARP i ORC OR, 
定理 6.29  WEXECDEEA BE AY, 854 (5.26 ) RAY 


Bi (py) 


Xy Hs,,, 
EE E MEE 6.34 
Fari HD "We H) en 


Hepkat, 2, nm, RH 
3. H,,. JEG. CA" AD MT xL Be Boi - TR e ds, 
2.H#G,(A)MI-K F, 


S.L, fL AWEH.: fee ASH AY AF Fel FES A r] 
(6.34 ) 式 称 为 考 英 增益 公式 。 FARNA KPARA--P IB, HE (6.28) 式 
TP BU x, 


与 (6.28 ) PEA AY KOR GCA) (6.1200) ) 的 1- 因子 ， 可 由 下 面 数 积 的 
JERA dH. ASRA A FL e Po BAT Fe fC eT fe A I Pn UR 
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1-F T 0 权 积 


Ga 967,00) — a4 
(x,0(x,, Xa) — 4 
(ENX, zi) —2 
(xX, X4) 2 
(Xi, Xr, X4) 1 
(Ei, X,, Xs) —4 


83 ESI (5.34 》 式 的 分 母 为 
ZO - Ds, CH) = (- DM 4(- (D+ 1) 7-2) 
+(—-1)7 (2)+(—1X 1 4 (-—1)(—4) 
=4—4~24+2-144 
=3 
G,CA') C a6. 12(a0) ) 的 从 *, 指 向 区 ;的 1- 因子 连 接 如 下 。 有 向 路 径 中 的 顶点 也 用 插 
TEER. i 


1~ 因 子 连 接 TUR. 
(xX, Xi, X004) 一 2 
(X5 dV Xy xs) 4 
CR a tt) —4 
(25 Aar Are x,) 1 


Hr ETERE (6.34 ) IAKITEA 
OX C-UuDLaGS)7(07DG2) 444-1) (~4) 4 1 


Fart k 
- 24474741 
=i] 
这 拌 ， 我 们 得 到 
ai © AN 
£i 3 


6.11.2 te gk 法 
AY SRA, MERN (6.26) RSA 


‘ ^ - 
y= (Ay DX HE S gx bx, bod 2, 7 
ka] 
Meet nfl 


(A'+U,,,)K' - Xx’ 
RT, AWM EAE Mant I) (n+ ERE, UL nH PAE, X'S 
Xy. Ey en Rye HEM 8t, 


13 


HORA COAT UR dip (a SH. ae RAM ATO IS Run, ty 
GCA), Wü, Spr aie. 28) 中 所 描述 的 到 id Seek mS gs Gal ARI GA), i [S 
BLS AR. 

我 们 前 以 认为 GCA PARED GRR — EE. DTE C COR M x deg A TT DA 
UL JA Dp UOCE xou REY — MERI COUSO. NIE, RP LAT xf fif 
BOWE WATS A TA, xxTE. AEST Mit (ER T — T IR ELE 
Heh it a. 

PX, Op MN RRR I BR, FR 3€ M ERI mL LAE 
Xj Ki és ID RERO SP DES II x9 — 1 VTIYR. LORS DL, PRACT 
APRA, (OE TILE 1.8 HOW — IBS i ad Rug. ORR T HEG. IHS Rai 
IRATE. dE, DAREMA, ERP thee AWS. Reba 
T. y 

Ade S ARAM SERRA AAG, (CA), iEGoRoR RUBRI. HR HU E 
Gem AMG IAG. Pa 1 表示 所 出 有 疝 回路 的 总 数 。 苦 从 五 中 移 去 集合 S 的 j 个 
Wide, GRAA FEQ, UE Lee MPR WAS, HS 
pon, 


wH y= (—1) wcQ) (6.35) 
rk. dijon, BAQORGEG MARFA gg n AE RAT wl@)—1, M 以 ， 
(Oe fpei E, 

[Or PEE (9.36 ) 
BAG of i. XP GS TIS QUE, ERE Le RAE EAL iv 
JERE Be 1-5 这， 每 个 单一 的 1- 因子 由 浴 加 一 个 数 为 一 1 的 自 环 《从 S 集 
中 ) 6t 41609: OR Eng kih 


#1 6.13 LOR fera CA^»; XOopm Gc», 
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”由 定理 6.27， 则 有 : 
detA- (CZ — D^e* 'w(H) 
-C- DID e XC- D^ex(9)] | (9.37) 
上 式 中 的 最 后 一 步 是 由 ( 6.35 ) RM (6.36 ) 式 得 到 的 。 
我 们 也 可 以 把 (6.37 ) RER S 
detA- C- D'L1I7- XQ, +E E Qi 4) (6.38) 
这 里 ，@nr 是 Go 的 第 ;个 予 图 的 权 积 ， 它 是 k 个 项 点 -不 相 接 的 有 庙 回 路 的 组 合 。 
这 样 ， 我 们 就 可 以 把 ( 6.27 ) 式 的 分 母 表示 成 梅森 图 的 适当 的 子 图 的 数 积 形式 ， 
我 们 把 (一 U)"det4 称 为 图 Gw4) 的 行列 趟 ， 记 为 &。 央 此 利用 ( 6. 负 ) 式 和 类 似 于 扒 
& (6.98) 式 的 措 理 过 程 ， 我 们 就 可 以 把 (6.27 ) 式 的 分 子 表示 为 
È bdar (~ EP A 0C 
x, Pia EGA EM 2, REZ TAGS ARE, ABE, (AMSAT AS, 
MKATE AIRA PL, RARE. RE, RIRE im BE 
定理 0.50 WE (6.26) 式 中 的 系数 短 阵 是 非 奇 异 的 ， 则 


X. ZE 1 Ay, 

x 一 一 ， k=1, 2, «=, n (6.39) 
XH, Pl GAA) PMY, FRA IT, A HEG,CA') 与 第 ?条 有 向 路 径 
PAM ERRARE IS SATAN, ABA GARII. [1 


(6.39) 式 称 为 梅 条 增益 公式 。 在 系统 理论 的 义 献 出 ， 忆 ，，x 称 为 从 顶点 #sy LR PE 
的 正 向 路 径 。 而 且 ， 把 Gn( 有 4') 的 有 向 回路 称 为 反馈 环 路 。 


Gal A) C E6. 130b) ) 的 顶点 ~ 不 相 接 有 向 川路 的 不 同 组 合 和 它们 的 数 积 为 


一 有 向 回路 权 积 
Gn) 3 
(x4) 3 
Gn, X.) 1 
Xr, X.) 一 2 
GU, xXx) 2 
(X,, X., Xz) 1 
(E, Xa, X4) -4 
(Xr) 3 
(x )(x,, #5) | — 6 
(Gu YE, 24) se 


if E BER € 6.39) 式 的 分 母 为 
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A=i- Sites ean 


a= 3 : 
HGA Dh (Re. 13(@) ) he, P 的 不 同 有 应 路 厦 和 它们 的 权 积 为 
diea o RR 
1 Gea 7-4 
2 (X,, X,, Xy, X.) E 
3 (Xo, X,, X,) 一 2 
A (X, X, Xi, X) PE 
AP. PL UAR R e ARA ANEA, ) 和 (x1)。 所 以 
A,=1-3=-2. 
入; 一 1 一 3 一 一 2 
由 于 Pi, AP) :得 到 的 顶点 -不 相 接 有 向 回路 不 存在 ， 所 以 
A,=1 
A,=1 


这 样 ，( 6.39 ) 式 的 分 子 为 | 
Pi ð PI AFP AAP! 5.244444 1-14 


所 以 
Xa il 
x, 3 
6.12 进一步 阅读 


本 章 的 许多 结论 形成 了 本 书 第 二 篇 中 绝 大 部 分 内 容 的 基础 。 文献 [6.13]、f6.2]. 
[6.14] 以 及 [6.15] 都 是 与 本 章 有 关 的 一 些 参考 文献 、 文 献 [6.2] 还 给 出 了 现 有 结论 在 历史 
上 的 详细 发 展 情况 ， | | 

文献 !6.16] 着 重 介绍 图 论 中 枚 举 问题 的 研究 ， 特 蓝 是 那些 与 非 标 记 图 有 关 的 问题 ， 

BG GR UBRO M REN R BERE — AS RS 
型 的 生成 树 的 递 推 关 系 是 可 行 的 ， 人 参看 文献 [6.17]、[6.18]、-6.19]、f『6.20] 以 及 
[6.21]， 文 献 [6 .2223 中 包含 了 计算 具有 一 定 特性 的 生成 树 数目 的 公式 。 

文献 [6.2] 对 于 有 关 信 号 流 图 法 的 儿 个 方面 作 了 广泛 的 讨论 。 信 和 号 流 图 的 儿 种 应 用 ， 
部 文献 16.23]， 关 于 信号 流 图 在 电网 络 中 的 应 用 ， 可 以 参看 文献 [68.24]。 


6.13 J — 8 


8.1 Q =i IRBS [0,14 8L PE A LER AG RI LAS EA, EN: 
(a) R Cis) AC, ) BRERA, RAE- PAS, 
Cb ) XrBrg (a), 

6.2 GJ —4R&mskihitiiiog v RS, BERGER «(0 PAA TBE RHE 
VW. WARP BDH 1, —1 fo 组 成 的 任意 6(CD X MERE, o(C)N HR, IHR BE? 
0, BAF(SS—TEIEGISUB AREE T 11. 07 
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a 


a 


GR—t^RA mii vea E, EQUEIR C dU WH EP OG) 独立 行 所 形成 eR. E 
Ui. WRAL, —100 B HX x miii, AGH, 3 BNIEQE'- 
0， 那 勾玉 的 每 行 对 应 于 的 一 个 回路 或 边 - 不 相交 接 回 路 的 并。 

RY, PA-THMEFAAAAMACH AMA Q MTGE, ERRAR BOREAM 
BTSRBR AUR. WEE Oe, y WaT GH TERA, ERE 


. 的 结 果 ， 请 参见 文献 [6.25] 》 


-11 


.15 


BEY MAG ME SEBS. CELAR B 中 的 那些 对 应 于 局 的 网 我 的 行 。 证 
明 : BERTAN, 
Gh-THMANE, € BJÉ d CRE PH 任意 (GC) 个 独立 的 行 所 形成 的 一 PME. iÈ 
明 ， BEAR AI K FSS IE FELA A EU i 
证 明定 理 4. 11。 
证 明 : 对 于 连通 有 向 图 G， 有 
(G)=det(B, B1) -det(Q, Qi) 
ENB AGHEAD REM, QUE GI dE NI SUE. 
Gik— ORC SE, ERQXEELGBSRTRIAS PES ER (GG) MMT BRAMMER, BE 
HG I TB Sa Ep LE RIA CG) 4 CE IO (I BO RR REPE, SEO 
[$] 
H 


是 非 奇 异 的 。 


10 证 明 : 连 透 无 向 图 避 在 域 GF(2) 上 的 同 路 和 割 集 的 子 空间 W. 和 W, 是 向 量 空间 W, HERD 


补 ， 当 所 仅 当 局 的 生成 树 的 数 日 是 音 歼 。 

HFAGHEMMe, WGO eS MAH e 后 所 得 到 的 图 。 刘 蛙 台 是 连通 的 ， 证 明 ， 
*(G)- *(G— e) - *G«e) 

Ri 5i ge. 11h ui n AX. REGE BP XCP m RDROR SE ESO SEE, (HEADELE 

8.4 ) 

EH: Me 是 区 ,的 一 个 边 ， 那 各 
T(K,—8e)- (n—2)n*^ 

Ca) 设 有 是 具有 多 个 顶点 的 图 ， Arb RERI LA Z ML kf*Y4$i, GRHH BAGH 


图 。 证 明 : : 
wCH) =k" s(G), 
Cb) RH R62 T ULEEGRELG PNE SAGTE — TERS HORE UR BA e E, 
EH: 
(HH) =k" {G} 
Mm G PLR A. 


8 RE MG. Be. 24089 — 4 Rb 
TERM ES RIDES, HG, GIU—T- IBS GLEVE T FUEL, fn 
者 子 图 全 为 又 立项 点 ， 贴 它 的 权 积 定义 为 1。 

设 内 是 以 po 为 参考 点 的 连通 有 向 周 伺 的 关联 矩阵 。 Be ANB 计 行 对 应 于 顶点 zi。 令 风 是 
XPECF GRR ot PE MORATE PAR PENETAN, 证 时: 
€ a ) detLAWA' — GURE ERARE Ri 
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Cb AG= G EHE Ro B ARB M, MBA RAWAL 3) S4 T3 
6.17 = S08 CRUS BLELG RU oA PEK — 1 KDE E SC 
kil —P, MARY], 这 里 PRM IB Mo COE TE: 
A dtiu, c — mgt-j . 
BEL PARMAR. ER THARAY, BORA BET D RAS -RARR AAR 
MAME, EX RECA TORIS WEST. AGRA AE RA E ELE ER PISO 50 386.24 
: .的 同样 方法 算出 。 
8.12 一 个 无 白 环 的 带 权 有 向 图 的 出 度 知 阵 长 一 Eb. 的 定义 如 下 : 
C a ) ki 一 ( 从 Vi 指向 的 边 权 之 和 ). Bei, 
(b o k,-- Av ah ttr om. 
WE RI: det Ok) E Ge blo E BUS BER AMERA RB UR o 
注意 UA. XOT MORS) Spe HARA RA ILI EE s, 


86.19 Wer WI EO: 
3 —2 1 Roy 3 
B 2 | x, H JE (6,46) 
3 -2 2f! "x! ae 


6.20 HG ARER I: 
Ca) 只 要 把 指 向 顶点 如 的 每 条 边 的 权 都 乘 以 内 子 1701 一 加 小， 就 可 移 去 如 处 的 要 四 ss 167 
自 环 。 
(b )3st-T Br ÉBecpmkep, f&Ca, Gis) WET x) ib b, RVR B d — A 
APA TR, 
6.21 用 对 题 6.20 中 的 方法 ， 将 与 《8.4 给 ) 式 祖 关联 的 梅 宗 图 化 简 上 成 仅仅 含有 顶 XR X m 
Ri, AR fos / xus 
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第 七 章平 面 性 和 对 偶 性 


本 章 将 讨论 图 沦 中 的 两 个 重要 概念 ， 即 平面 性 和 对偶 性 。 我 们 首先 考虑 平面 图 ， 并 推 
导 平 而 图 的 -- 些 性 质 ， 我 们 还 要 讨论 由 KUratowski、Wagner、Harary，、Tutte 刊 Mael- 
ane 提 出 的 平面 图 特性 。 热 后 ， 我 们 讨论 由 Whitney 给 对 俱 图 下 的 定义 ， 它 蚌 通过 回路 各 
制 集 给 出 的 ， 并 把 这 个 概念 和 看 来 好 象 无 关 的 平面 性 概念 联系 起 来 ， 

在 电 爽 络 球 论 中 ， 对 偶 性 是 很 有 趣 的 。 这 十 由 于 电网 络 中 的 电压 各 电流 塘 对 偶 变 量 .。 
这 些 变量 的 对 侦 狂 表现 在 基 尔 党 夫 定 律 中 。 基 尔 答 夫 电压 定律 是 通过 回路 来 建立 的 ， 而 区 
尔 起 天 电流 定律 是 通过 割 集 来 建立 的 。 在 第 二 章 和 第 四 章 中 我 们 已 经 知道 ， 回 路 和 市 集 之 
冶 是 具有 对 价 性 的 。 在 第 十 章 中 这 种 对 赐 坦 将 变 得 明显 ， 到 时 我 们 将 证 明 : 一 个 图 的 庆 路 
Aoi RR FUROR BO ACCES HS. 


71 平面 图 


如 果 图 G 能 画 在 S HL, HREM ARAM, BARRERA SH. ME 
一 个 图 能 乱 人 在 一 个 平面 上 ， 则 称 它 是 可 平 桓 的 。 平 面 图 G 的 这 种 画 法 称 为 所 的 可 平 而 
KA. 
ADE RA, WORT. ERO REPE EO AL CB. Ca) ) 
中 ， 所 有 边 都 是 直线 ， 而 在 另 一 种 可 平面 嵌入 ( 图 ?7.1 ( 5b ) ) 中 ， 有 一 条 边 画 成 了 曲线 ， 
注意 ， 在 图 7.1 ( 5 ) 中 ， 如 困 所 有 直线 边 都 如 图 所 画 ， 那 么 联接 硕 点 4 和 d 的 边 ， 就 不 
fax EA. | 

EA, RE—MHRUSELRGCEA), BARRA TOR RAR REM PCI 
万 直线 ， 这 会 很 自然 地 提出 这 样 一 个 问题 ， 是 否 每 一 个 简单 平面 图 G 中 都 存在 一 个 可 平面 


Bb 一 个 图 的 两 种 可 平面 入 入 
129 


KA, Bas GRA ER Re RA Se, Fu Ms Be 
wE. 

定理 7.31 对 于 每 一 个 简单 华 面 图 ， 都 存在 一 个 可 半 面 拱 入 ， 从 而 使 安 的 记 有 边 都 能 
"xS. 可 

这 个 结论 已 由 文献 17.1]、f17.2] 和 5!7?7.3] 分 别 证 明 过 。 

记 果 一 个 图 不 能 嵌 人 一 个 平面 ， 那 么 它 就 可 能 嵌入 一 些 其 它 面 ， 但 是 ， 我 们 将 表明 在 
平面 上 的 可 嵌入 性 和 在 球面 上 的 冲 嵌 人 性 是 等 价 的 ， 世 就 是 说 ， 邵 果 一 个 图 可 代 人 一 个 平 
面 ， 那 么 它 必 定 能 碰 人 一 个 球面 ， 反 之 亦 然 。 这 个 结论 的 证 明 ， 要 用 到 所 谓 平 面 上 球 的 测 
MEE. TEREPE LRA 

BERMA- TREFL (7.2), HSER RRR. SR 上 直径 
方向 相反 的 点 称 为 北极 本 。 设 忆 为 球 上 任 一 点 ;那么 由 P 忆 到 入 秽 连 线 延 长 到 平面 上 点 PP'， 
则 称 已 "为 卫 点 在 平面 上 的 测 地 投影 。 显 而 易 见 ， 在 球面 上 前 点 积 它们 在 平面 上 的 测 地 投 形 
是 一 一 对 应 的 . 

定理 7.2 一 个 医 避 可 嵌入 一 个 平面 ， 当 且 仅 当 它 能 典 入 在 一 个 球面 上 . 

TAR 设 G' 是 G 在 球面 上 的 一 个 说 入 。 把 球 放 到 平面 :， 并 使 得 北极 上 赋 不 EG H 
A. EREC HERA 

于 是 ， 在 测 邮 投影 下 ， 轴 为 G' 的 边 仅 在 端点 相交 ， 而 且 球 上 的 点 与其 测 地 BBR 
上 的 点 是 一 一 对 应 的 ， 所 以 台 ' 的 呐 象 是 在 平面 上 宫 的 一 个 失 入 ， 


ui 


w 


mco MERK 图 7.3 AHERE 
(OK; (bd Kavos 


问 至 可 以 证 明 相 反 的 情况 。 - 
-ÉEuKuratowskifIn3t ad HA. WAR. HZ -HRK, 它 是 具有 
STR TEE: -PEKI K yKuratowskigy iil 7.335 Bx WAP PE dk REF He 
重要 特征 方面 起 着 基础 的 作用 ， 所 以 称 为 基本 非 平面 图 。 这 两 个 图 的 非 平 而 性 将 在 王 节 中 
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BRAD ST, ROM SE, XGR(T.A]Q RESET — RAPERE OR BS. SH 
的 当 它 的 每 个 块 部 是 可 平 玫 移 。 疡 以 当 考 虚构 入 平 商 的 澡 题 时 ， 我 们 只 能 考虑 不 可 分 图 前 
lk AE 


ae “7.2 BE SR 
当 一 个 半 面 出 报信 在 半 面 上 时 ， 使 把 这 个 平面 分 成 若干 个 域 。 ORT BT 

Hi. MRHAR. EM, HARRER, 
fim, EARRA TES, BARR RS. ARM, fa fa fe Mf 部 是 将 


, 限 域 . 

p RBA, ERAR ONE RE 

me Gy YH lore 
City his 


含 一 个 回路 ， 并 说 这 个 回路 包 图 了 这 
3, AM, Her. ee. Co. Enfle, 
ERTA, ME 7.4 Beat. Heo 
SYN, e. Ca, Cade 

HE, MENAEM Ee SR 
入 中 ， 每 一 个 城 都 是 有 限 的 。 

Ag 3E S Le — 1I REEL A E~ 
AE E. HRR ET--4 FN 
b, MERRIA ARAIN 
A, MM, Rf. MAT MOMMY 
下 的 图 象 将 是 一 个 无 限 域 。 示 此 一 个 
平面 图 总 可 以 插入 在 一 个 平面 上 ， 以 


mye [UE ARMES ER, 
Wf. fue TPR ARR. (AR. RACERS DAER, bs 
pear. 
对 应 于 各 有 限 域 的 [nt 路 C, Cs EUER C. B 为 网 孔 ， 


REN, DE DAMM. VER, YR fe SC Cu os Cs 
这 些 网 我 的 环 和 是 一 个 周 路 或 是 边 不 相 接 癌 路 的 并 ， 因 为 每 个 网 孔 只 包围 一 个 域 ， 所 以 用 
其 余 网 蕊 的 坏 和 运算 是 不 能 得 到 这 个 网 孔 的 ， 因 此 ， 罗 防 C，C:，… Cu 是 线性 独 


ing. 
BU Gm -AATSRCRRTABES,. f. code MATER 
C=C, pC Pp «c, 
$431, £T. ep, RAC={e,, e, e, €, 06, Cs, Cr, CoH H TRS, fa 
fe fa. PRY, : 
C-C, 6C, C,0C, 


Wit, Co ay PB Pk Fad 4g — eA ED GP RL Rm. US 
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为 网 孔 本 身 是 各 自 独立 的 ， 则 得 如 下 人 定理 ， 
定理 7.5 平面 图 G 的 所 有 网 孔 构 成 了 号 的 回路 -空间 的 基底 ， E 
下 而 的 推论 是 这 个 定理 的 直接 结果 。 
推论 7.5.1( REAR) ”如 果 连 通 平 而 图 各 具有 总 条 边 、 寻 个 顶点 和 了 个 域 ， 邢 各 


n-m+r=2 


WW REER., RENEI, GEUERaGTI-I, ， 上 述 推论 便 可 待 证 。 口 
通常 ， 检 查 -- 个 图 是 否 为 平面 图 是 很 畏难 的 、 目 前 我 们 利用 吹 拉 公式 可 以 推导 出 平面 
图 的 一 此 性 质 ， 我 们 将 会 看 到 ， 这 些 性 质 能 带 助 我 们 在 菜 些 情况 下 ， 判 舞 非 平 曾 性 。 
推论 7.5.2 MR TMM GREW CRAM AWA NS 3 THA. HA 
ma3"u-—ü 
HA r- fao OdORGXMUGSSOS. QRIB ROC ARAL IH Eni 


BE. ABE fe X (Hb, A7 aH, AE). EER Y — BRI EH 
TRAE SR, pe BD. 


ZG =2m 
DAC 
AAFHGHARTY. titan, BEnclcG. FORA, dfo, Am 
Saf) = ar 
+ eR 
Mig 2mts3r, Bp 
rn 


若 在 欧 接 公 式 中 代入 这 个 不 等 式 ， 则 得 ， 
n—m + Z maz 
E 
m<3n—6 口 
推论 7.5.5 下 :是 非 平面 阅 ， 
WR HFK, n-—5mm-—i0. MRE BEAR. ARARHEIC7.3.2, 48 
m=i0=3n-—6=9 
这 与 推论 7.3.2 要 矛盾。 因此 ， 天 。- 定 是 在 平面 的 。 C] 
推 沦 7.5.4 K, JEJE. 
证 明 对 于 Ks,s， 加 =9 和 ?=-6。 如 果 它 基 平 后 的 ， 那 么 根 其 网 扩 公 式 ， 它 具有 = 
3 一 6 十 2= 5 个 域 。 
在 站,* 中 没有 长 度 小 于 土 的 回路 ， 所 以 每 个 域 的 度 至 少 为 4 。 央 此 
am= Uf 
CON MBRNGNIGE: ARE 
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或 
r a 
Brai: ASK, A 5 TRATES. MUK, AEA, 
推论 7.3.,5 ”在 一 个 简单 平面 图 G 中 ， 至 少 有 一 个 顶点 的 度 小 于 或 等 于 5 . 
证 明 KGRAMAWHAN TOR. WRGHSTHA ERAT S, 那么 
41.1, 
2m on 
& 
me gn 
HA HE 7.3. 2, 
Ms IN—E 


这 两 个 不 等 式 互相 矛盾 ， 所 以 推论 正确 . 


7.3 Kuratowski 定 理 和 平 商 性 的 另 一 些 特征 


rj 


BG 定 


本 节 将 介绍 由 Kuratowski，Wagner，Harary，Tutte 和 Maclance 给 出 的 平面 性 的 


符 征 。 
为 了 解 天 Kuralowski 定 理 的 特征 ， 我 们 需要 定义 图 之 间 同 且 的 概念 。 
二 条 与 度数 为 2 的 顶点 相关 联 的 边 称 为 串联 边 。 


设 e =(u, oHe =w, WAHKAM Ry LHR. BERK, FRM 


Ayo w) Kee, Me, NBA IRSH, S75 Ce), 


u w 


图 ?7.5 (COBRA: CbBRHA, 


TE Cu, w) 中 间 播 人 一 个 顶点 六， 而 得 到 边 C2z， v)fv, wy, 财 称 为 中 联播 


A. RT. 5(b), 


如 果 两 个 图 是 同 构 的 ， TIT 《或 ) 种 联合 并 能 使 之 同 构 ， 那 么 这 


pi PRR AK A FA 


BWR, n3 m BGJXIX EMR, AER AONE BU Bed A 


Be SR JS ROPA AF fi f 
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CW, ROP IE. Kee, PUP RRR K: KS gg 
EFA. PERE, SORT SEM T XP AGER DRE. PRE 理 中 ， 
我 们 将 表述 平面 性 的 这 个 著名 特征 。 它 的 证 明 可 参见 文献 [7.6], 

定理 7.4( 玫 uratowski 定 理 ) 一 个 图 是 平面 的 , MERMCRAAK,, Kul 

FA. Li 

这 个 定理 的 证 明 也 可 见 文 献 f7.7]。 

为 了 说 明代 uratowski 定 理 ， 考 察 图 7.6 
FRAG. HC s TK ARTS (A7 
6(b)). MARG BRIEF. 

下 面 介 绍 由 文献 [7.8- 和 [7.9] 单 独 证 暴 
过 的 平面 性 的 其 它 特征 . 


ai 


tE] 
图 7?.6 (MC; CbOGIOK,  REEET- E. 图 7.7 Petersen 图 


定理 7.5 -HEFE SHRUYERAATKRAK RK, RTA. 

AEH RAT. TERAN (08 Petersen )。 这 个 图 不 包含 任何 同 构 于 上 ;或 及 ,,, 的 
子 图 ， 但 已 知 它 是 非 平面 图 ， 所 以 ， 如 果 我 们 希望 用 攻 uratowski 定 理 来 判别 Petersen 图 
的 非 平 面 性 ， MARRS KK, AARTE. Rm, CERN Ce, €, en, 
84 利 e: 后 ， 这 个 图 就 收缩 为 Ks 了 ， 所 以 这 个 图 的 非 平 面 性 就 很 容易 从 上 述 定理 得 出， 

下 面 是 Maclane 对 半 面 图 特性 的 表述 ， 

定理 7.6 一 个 图 是 平面 的 ， Sea ee detec tan Re 使 没有 一 
个 边 出 现在 多 于 两 个 回路 由。 - G 

我 们 知道 -个 平面 图 的 所 有 网 孔 构成 FB FA, 而 县 图 中 没有 一 个 
边 出 现在 多 十 两 个 网 孔 中 。 这 就 还 明了 定 更 7.6 的 必要 性 。 充 分 性 的 证 明 可 参见 文献 [7.10] 

平面 图 的 另外 一 个 重要 特 从 就 是 存在 对 偶 图 。 这 将 在 7.5 节 中 讨论 . 
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7.44 B 图 


URG SG AREPA “对 应 关系 ， 并 使 得 @G: 中 的 - TALE Gg e BL 
AUR, SACNG PATE LG KARRE ARG, REG. RARE. HAH 
文献 [7.11 1 首先 定义 的 ， 但 是 他 的 原始 定义 是 用 一 种 不 同形 式 给 出 的 ， 

很 旺 然 ， 要 证 明 品 ,是 G, 的 对 偶 ， 只 需 克 证明 ， 组 成 G, 回 路子 空 间 的 基 秋 量 对 应 于 组 
RG HM Fs HE 

例如 ， 考 察 图 7 .8 所 示 图 G HG, Gwe MFG, Wh et, ALEK, BR GG, 
€i, Cap, fe, €,, Es, eIflüfe,, e,, e.a G MRTE AE, mU RR Red R 
Alot, et, ef, Cet, et, et, etjRatet, et, eDHSIRT G.S GRIS — A dE, 
d, C ÆG XE. 


ès 


la) 


隔 7.8 HAR 
CaoBIG.; DEG., 
现在 我 们 研究 一 个 图 以 及 对 倘 图 的 一 些 性 质 。 
定理 7.7” 设 G ,是 G; 的 对 偶 ， 那 么 G: 中 的 回路 对 应 于 C 中 的 割 集 ， 反 之 亦 然 。 
wd BCEG. KE, CREG, PHARRR, 
假 没 C 不 基 制 集 ， 那 么 由 对 侦 的 定义 可 得 ，C 必须 为 不 相交 的 割 案 C,，Cs，……Ce 
前 并 (kee 2). 


4Ct, Ct, «CHE Gepgy SE, EXRCPRUIRC,, C, cu. RRAN 
定义 可 得 ，C3，C*#，……C¥ 是 同上 路 ,或 者 是 术 相 交 的 回路 的 并 ， 
因为 C* 是 C4，C*，.……， C+ 的 并 (k=2 )， 显 然 C* 必 须 包 含 多 于 一 个 的 回路 。 担 是 ， 


这 是 不 可 能 的 ， 因 为 C* 是 一 个 回路 ， 而 且 没 有 一 个 回路 的 皮子 集 是 一 个 回路 。 因 此，K 一 
1, Anl, CLG WP MR. 
RAMA, BRE EHIG, Pa — PAR FG, ay e ERI. = 
7327.8 MEG AG 的 对 偶 ， 那 么 G PRG. MR, 
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证 明 ”为 子 证 明 这 个 定理 ， RUME n G, T PEN RES 中 的 - 7 
WEAR, RIK... 

HCE ÆG, phJ- 个 回路 矢量 ， 而 C* 为 相应 于 在 G 中 的 边 集 ， 

根据 定理 4.7，C 与 G, 的 每 个 制 集 矢量 都 具有 偶数 条 公共 边 ， 因 为 G: 是 G, 的 对 倘 , C 
与 如, 的 每 个 回 幅 矢量 也 痢 具 有 偶数 条 公共 边 。 所 以 ， 根 据 定理 4.8， C 是 如: 的 一 个 划 集 

FAUT, BEG. HEP RR ETO WTR. 所 以 ， 害 
理 成 立 。 | = 

BETERE WPS MG mt EDT HMA, WAG, AG, 为 简单 
HER. 

下 面 的 结论 是 定理 7.8 和 对 偶 定 义 的 结果 。 

定理 7.9 如 果 G, 和 ;是 对 偶 图 ， 那 么 其 中 一 个 的 秩 等 于 另 一 个 的 零度 ， 即 

pG, - »(G.) 


£(G4,) = GG) E] 
假设 图 人 有 一 个 对 惕 ， 那 么 就 会 提出 这 样 一 个 向 题 ， 是 否 G 的 每 个 子 图 都 有 TX 
介 。 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 需要 如 下 的 结论 ,. 

7.10 SRA PMBRAG, MG, he=(v,, v, ) KG. X). e*=(0%, 
UT) 是 如 中 的 对 应 边 ， 设 G BAG, 中 移 去 边 e 后 得 到 的 图 ，G;: 是 在 所 :中 收缩 掉 边 e* 后 得 
到 的 图 。 MAG ANG, AXIS. EMI AAG, 和 G :的 一 样 是 一 一 对 应 的 ， 

证 明 ” 设 C 和 C* 分 别 表 示 在 G, FIG ag Sons a. 

假设 C 古 G ;中 的 一 个 加 路。 因为 C 不 包含 e， 所 以 忆 也 尾 怠 ,中 的 -个 回路 。 因 此 C* x 
G pA 732058, ncVt, Vb. XBONCtURaX&e. MARA AvE V 或 者 都 在 
时 。 因 此 C* 也 是 GG 中 的 个 割 集 。 这 样 ， 在 GG; 中 的 每 一 个 上 路 都 对 应 于 G; 中 前 一 个 
AE. 

假设 C* 是 ,中 的 一 个 割 集 ， 因 为 C* 不 包含 ee， 它 也 是 ;中 的 一 个 宴 集 ， 所 以 C 是 在 
G1 中 的 一 个 加 路 。 又 因为 它 不 包含 e， 也 是 Gi 中 的 一 个 加 路。 因此 ， EG hae > 
集 痢 相应 于 Gi 中 的 一 个 阿 路 ， 口 

鉴于 这 个 定理 ， 我 们 可 以 用 电网 络 理 论 的 诺言 来 说 ， 图 台中 的 “开路 ” 边 对 应 于 如 的 
A REB "RET un. 

下 面 给 出 的 定理 7.10 的 推论 是 很 有 用 的 ， 

推论 7.10.1 MRAGRA-+HB, BAGHH—+ 边 -导出 于 图 也 都 具有 -- 个 
xjf&. 

证 明 只 要 我 们 注意 到 ， 避 的 每 个 边 - ~ 导出 子 图 及 可 以 通过 移 去 在 G 中 而 不 在 中 的 
边 获 得 ， 这 个 推论 就 可 根据 定理 7.10 得 证 : 

为 了 说 明 上 述 推论 ， 考 虑 图 7.8 所 示 的 两 个 对 个 图 G, 和 G:， 图 口 : 是 和 通过 移 去 G， 的 边 
e, 和 es 而 得 到 的 ， 如 图 7 .9C9) 所 示 。 图 G: 是 通过 收编 ,中 的 巡 和 ea 而 得 到 的 ,如 图 ?7.9(5) 
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Bra. 可 以 证 实 ， Gi AG; uu dx AS. i l l 
根据 观察 ， ET 则 可 得 定理 7.10 的 下 述 
He, 


A7.9 YAM 
(c) 图 G1 ch) 图 Ge。 


推论 7.10.2 如果 网 各 上 共有 对 偶 ， 那 么 每 个 @G 的 网 胚 图 也 具有 对 但 ， [.] 
我 们 现在 继续 叙述 对 偶 的 等 效 特 性 。 
设 G 为 具有 了 个 巴 点 的 图 。 不 类 一 般 性 ， 可 令 台 是 连通 的 。 设 KK* 是 G 的 子 图 ， 并 设 
G "是 通过 收缩 其" 的 边 而 得 到 的 图 、 注 意 ，G" 也 是 连通 的 。 
WR RAY TR RATE, MAC 就 具有 7 一 (9 一 D) 个 顶点 。 所 以 ，G “的 
秩 为 i 
e(G^ ) -n—(n* —p) —1 
=p(G)—p(K*) (7.1) 
7.11 RG AG.RATE. CNSMHLRE-—MM. RHY G, Wi- T 
fj, AAG, ARRAS. CRAG PH HHA. GMG AAR, “AK 
CH) == p(G,) —p(K*) (7.2) 
证 明 
DIETE AG NG BHAA. BG ANG. PREKARA BAGE. NACH dE 
37.10, HAGLER. All, WHEH7.9, 4 
eC) p(Gz) 
ARH (7.1), A : 
p(G;)~p(G,)—p(K*) 
因此 
LH)=p(G,)—p( iC) 
充分 性 f (7.2) 式 满足 G, 的 每 个 了 图 五， Meat NE 中 的 每 个 回路 都 
对 应 于 Gs 中 的 一 个 割 集 ， BIA. 
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RHAG PARR. Alt, eCH)=1. 所 以 根据 (7.2 ) X. A 
pK*) - p(G,)—1 
因为 H 是 G 的 零度 为 1 88 ]-THB8, m HK*JXG,pH'STHS, SI SER. K* EC, 
KE HAG O I ERRASSE. RIMM, nDuBIH REG. pig AR, 
用 类 似 的 方法 ， 我 们 能 证 明 G ,中 的 -~ 个 割 集 对 说 于 G1 中 的 一 个 回路 。 
Bit, GG, EHME. {J 
RET LL TBE te MT LIRR. 
为 了 说 明 这 个 定义 ， 考 虑 图 7.8 所 示 对 偶 图 G, HG. GOS RAWG, PUT T8 的 
补 图 上 K*， 如 图 7.10 所 示 。 现 在 可 以 证 实 
#(I)= pG) —p(K*) 


e 


é, 


ib) 


iaj 
7.10 Whitney) ®t Xn 
OHR, wCH)=1; (Com K*, pcK*)=2, 


7.5 平面 性 和 对 偶 性 


本 节 将 给 出 这 样 一 类 图 的 特性 ， 它 们 都 具有 对 倘 图 。 这 样 艇 是 为 了 把 二 个 似乎 没有 联 
系 的 概念 (平面 性 和 对 偶 性 ) 联系 起 来 。 ; 

SH BNREVAT TP RARRAN AR. DAER EET A E T R 08 

BAFE, HRGCAKP FRM RRA. fi fi 628 G 的 域 。 
按 下 述 定义 来 构造 一 仿 图 G*: 

Gre Ty., Un cs. Us DAO MR PRS, <tc, 

2.G* 和 GG 有 相同 的 边 数 . | 

8. WAGH RARR WS BS XGA 《不必 - 定 是 相 异 的 )， 那 么 G* 中 相应 的 边 e* 
3XEETAVUR ( 注意 ，G 中 的 每 个 边 e 最 多 只 是 两 个 域 的 公共 边 ， 并 日 一 条 边 仅 仅 让 一 
个 城内 也 是 可 能 的 ) 。 

H3&G"M 5 —4- CJ; AE: BERMAN, vi, eon, vt3GEBIGIS TS Tr 3X s. 
Ria, MERA eT A hike, B—-REROT MOR, HMw e. 这 个 线 就 代表 
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We, 

Wid G* 的 过 程 用 图 7.11 RAM 3x 
RRR MGI, BARC 
nine 
ANE IB G* e GIN HR 
HC,, Cy, eC, ,代表 G 的 网 孔 ， 
Cf. Ct, Ct eae G* 中 对 应 的 
X. BAS, SHRM GT 的 过 程 ， 
C* 中 的 边 都 与 顶点 OF 相关 联 ， 并 形成 了 
一 个 切割 ， 共 移 去 这 些 边 ， 将 使 oT AG 

Bie SEER 的 剩余 顶点 中 分 离 出 来 . 

BREST, C, C, =, C, ,形成 了 G 的 回路 子 空 间 的 一 个 基 ， 并 且 还 知道 ， 关 
WRC Ct, CLBMT GM MRT AMM — TE, VEC CHE eX fil 
存在 一 -- 允 应 ， 所 以 G 和 G# 是 对 偶 图 。 央 此 ， 我 们 有 下 述 定理 。 

定理 7.12 ”每 一 个 平面 贸 都 有 - -个 对 偶 。 E 

紧 接着 会 提出 这 样 一 个 何 题 ， 非 平 而 图 是 否 也 有 对 侦 。 回 答 是 “没有 ”， 这 个 回答 是 
基于 下 面 的 两 个 引 理 。 

引 理 7.1 K, ut iB. 

证 明 ”首先 观察 到 

LE, IOS PERS AR. 

2.K , MAKE à Re 的 回路 。 

5.K,. 8 9 Xj. 

BEK, OAG, HARA WIG WM ERECH 

1.G 没 有 一 条 过 的 回路 ， 即 所 没有 平行 按 ， 

2.G 没 有 小 于 4 条 边 的 割 集 。 因 此 ，G 中 的 每 个 顶点 的 度 至 少 为 4 ， 

3.G 有 9 条 边 . 

上 面 头 二 条 意味 着 日 至少 有 5 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 至 少 为 4 ， 因 此 ，G 必须 至 少 有 


x5x4elOARÓL QW. ROIÜCAGRE. BEL, Ky, NOM, Li 


3187.2. K ARB. 

iE 首先 观察 到 ， 

LK RAIS Ey ) 或 2 的 回路 。 

2.K 1 4 条 边 或 6 RK, 

S. KL 108i, 

假设 人 有 对 个 怠 ， 那 么 用 上 面 观察 到 的 第 二 条 ，4G 仅 有 的 EH AR OWA. Mot 
之 : 台 的 所 有 回路 长 度 都 为 偶数 。 所 以 G 是 二 分 的 。- 

因为 一 个 具有 6 个 或 更 少 顶 点 的 二 分 图 ， 不 可 能 有 9 RUD Vans BRIG AMM 7 
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ATA. (RHIAN E, GHESHANRS PH I, PUG 必须 至 少 具 有 
MTX SDN. SR, AW RAS RA, BREA Hog Ati. Li 


a ERIC m. 

定理 7. 13 - -个 图 有 对 侦 ， 当 且 仅 当 它 是 平面 的 。 

证 明 RAER 54) VETERE JT .12 一 样 。 

我 们 通过 说 明 一 个 非 平 而 图 G 设 有 对 例 的 方法 米 证 明 必要 TE. JR 据 Kuratowski 定 
E, GaA—+SMK,, RK, MR SAH. SURG ARIA. WARRT., HHE 
XHB. BÆ, MABRHEIE7.10.2, Ka RAAB. eT, By Kaa MK, 没 
ATA R. BLA Ga eB. m 

AEEA hr ERRE E RPGR AR, xx AL A whitneyi gii. 
和 而 这 时 的 证 肯 是 由 文献 [7.12] 给 出 的 ，whitney 的 原始 证 明 没 有 使 Hu Kuratowskl xz Hh. 
HAMRET]. | 

根据 本 节 中 早已 给 出 的 证 明 过 程 ， 很 旦 然 ，- ' 个 平面 王 的 不 同 的 《 虽然 问 构 ) ETE 
人 人 可 以 导致 非 同 构 的 对 侦 ( 习题 7.6 ) 。 下 而 的 定理 介绍 了 一 个 多 的 对 偶 性 上 质 。 

定理 7. 14 — SAG NM ASR 2, RES G EDS A827 ESI EL UL JS C IN) 
aE. J 

根据 对 侦 定 义 和 定 理 1.7， EREM TEBE TB 


7.6 进一步 阅读 


XRCT.4], [7.11], [7.14], arie [7.13], [7.152 [7.6], [7.1872 成 的 
RE BATE EE AE STE ERE, mI XCHRET. 17]. 
AEF ifi Isl G 8 Wi PDC EE. 

LVM FRR A AGAVE, ifi d ic REDE ati P PAL LOEO CT, 

D CPR LM ABATE GENE MEMEA, Fc HEH 
关于 非 平 而 图 的 厚度 和 交叉 数 的 - HSH He, ny ES RC RRCT 6] th EE XC RE C7. 181. 


7.7 J RB 


7.1 Rik: NURGG HO mixi NPM MB ekes (ARAB 1.189 8 MOGNCEIRBL, 4A 
mekOn-2)/(k—2), AZAA ey il Petersen ia Ssh VR, 

7.2 EW: 一 个 具有 3 和 个 顶点 的 简单 网 昔 少 有 于 个 顶点 ， 知 个 项 点 的 度数 管 于 或 小 于 5 。 

7.5 HAM Ae: 何 个 连 适 的 简单 非 平 而 图 灵 可 收 绾 为 区 ;或 区 io 

7.4 i GIRLS ge E — AMARRA, RUG HEMREAGRREEMA, CHE B MAT 
项 点 代 著 “一 个 项 点， 就 本 下 明 厨 样 的 结论 。 见 文献 [7.19]) 试 给 出 ~- 个 八 个 项 点 图 如 的 例子 ， 
quc H6 hGH THANE E, 

7.5 HAKuratowskig a, 7H] Peterson E E- 4E X^ tfi BET, 

7.6 RET 2RUREMSL db, 

“7 ”证明 ; 一 个 无 自 环 的 平面 图 是 术 可 分 的 ， 当 日 仅 当 季 的 对 侦 是 不 可 分 的 。 

了 .8 证明; 不 可 分 的 半 面 谢 的 对 偶 是 欧 拉 图 ， 当 及 议 当 这 个 网 是 -分 四 。 


iol 


出 
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748 


7.10 


7.1 


7.2 


7.3 
T.A 
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AP REO AA, MRE 为 AHE EW: 如 果 网 G 是 其 有 了 姑 个 顶点 ， 滋 条 iD 
WAH, Bam=2n-2, 

AAP AE AR, BORER. A-M PIAL, TR MS 定 
A HB Mp LR FEARS LOE EY RUE, ARR A Ie TE S PR, 

ACIE JO CR TRE LS BB 

Ca y ATUL AEA, ARG MGR, WA: 

COAGMGWRKEAE EHB. GAG MR RR IEG “的 一 个 端点 和 G 
A48 PETER CHIT. 1300) ) 。 me 

(e G MG IRAGE- AAKE, GHG H RRNA REG’ HHO 
Bi MS NE i ERE (107.130) ) 。 7 

WM. ACH BNE -AHH SHRYGERIM, 


© C " 
{a} 
(b) 
IE 7.12 Bon UDC RG WERA OC MG HRA, 
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第 八 草 ”连通 度 和 匹配 


在 第 一 碗 中 我 们 定义 了 一 个 岗 是 连通 的 , RE VETE CE IRVEE TER R 18e 
dix —^ 5 GE. PARMA ARIG AH SHR EMH” , Hinc. R 
T1 2UR A LE fi e A AS ELIT) LE DA. XEM 6s T PRAY 
RAH EIR Re. FERRO, RT AG See LP 5 BIST SC LBS EG EE 有 关 的 结 
€. 3bWEBUEgP—TÉdfiige, Mengere TLXPIEDUACTGB SRI) d P2 的 
EE £5 13 Ye B PP Rio. 

—^ Bib BUE REIR POE, HOPE BURA AIPU. AR Bg ch X: 
4r. RIA Helle HS SE UH Uo ME S3 Hh UE A AY BE SC. 

XE up ur Rm Po SLE Rie rh PRY A HAR. e n T S ERU ACA AIRF 
3x vj ^P rini AY. 


8.1 连通 度 或 顶点 连通 度 


一 个 图 的 连通 度 x《 G ) 是 使 图 全 变 为 不 秆 通力 或 平凡 图 /而 移 去 的 最 小 顶点 数 品 ， 
2( G ) UKA 项 点 连通 度 ， 以 区 别 于 边 韦 通 度 。 在 下 一 首 中 将 介绍 过 连通 度 ， 
例如 ， 略 8.1 院 示 的 图 的 连通 度 是 2， 因为 从 图 中 移 去 顶点 o Mo, 就 产生 了 一 个 人 这 
WA, APERE 2648 OLS AOR ARB i- 
个 不 连通 图， 
很 显然 ，-- 个 不 连通 图 的 连通 度 为 志 ， 
SET AAR TULA. IEC ER 
| 4E, ASR G)=n—-1, WE Gk 
| CN TN", E A, WEES TOR AE HER BUR DALY, 。 
ER GUBEER 一 2 个 节点 ， 风 狠 下 了 一 
ien MLR v, BTA HRI, dx dé. MER 
GX3dbEAE, DG 


t v. 2, 


- 
Li 


x(G)s:in—2 
图 四 的 一 个 不 连 道 集 是 一 个 页 点 集合 ， 若 从 和 中 移 水 这 个 集 仿 将 产生 个 不 连通 加 或 
平凡 图 。 
一 个 图 GG 被 称 为 是 kK- 连通 的 ， 如 果 x(G) 守 5 所以， 一 个 Rk- 注 到 图 不 存在 不 连通 集 5， 
HS |ck—1, 
如 杀 一 个 图 基 连 通 的 ， 则 它 的 连 道 度 大 于 或 等 于 1. 因此， 连 遂 图 是 1- 连 通 的 。 


—— 


ia Ba RAR TM AE. —- RRE 
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如 果 一 个 连通 图 没有 切割 ~- 顶点， 那么 它 的 连通 六 大 于 1. A, Re AWE 
通 图 是 2- 连 通 的 ， 
zs BVA E -ARE HE ON ERE, 


定理 8.1 一 个 简单 的 连通 图 GG，x(G) 志 6(G) xx H3(G) BG HARDY, 
证 明 
ee i) FOS RPG =(V, EMRE RT v, OC) Rm RRR 


BR, TME- AABE, KAR ABE (OC) PROMS d — 1 LES RAE ag. 
而 及 图 中 宪 不 最 任意 一 人 剩余 顶点 可 连接 。 这 样 
«(Gym row), x-rHvecv 
办 为 G 是 简单 的 ， 则 有 
[Tew = de) 
从 而 (G)<minjd(v); 
=8(G) 


[1 


MR- EGAdg mand RAY, Vs, C, Vy WBA Hy E HEL Lay AR, 
d(v,)d-d(?,)4 +d, = 2m 


六 此 
n-ó(G)s2m 


&G«| =F | (8.1) 


ERU x JARRE 5 
HH (8.1) 式 与 定理 8.1 的 结论 联 立 起 来 ， 划 得 如 下 定理 。 
定理 8.2 对 于 一 个 具有 Mm 条 边 太 个 顶点 的 简单 连通 图 局 


Ka D m 


Sik, NRR U i agk-yk RA OMA. MR, RE ELR, 


出 定理 8.2， 显 然 有 
fe, ny»| ES (8.2) 
这 里 | x VRTORCTGAGROY xS eus 
文献 8.1 已 经 证 明 并 给 出 了 构造 一 个 恰好 共有 FT Ray72 chi eno P8 HL tL BO 25 R, 
rie Ca. 2) 式 等 号 成 立 。 这 个 步骤 如 下 ， 
LUAR k 是 偶数 。 
aka 2r, JH, nBEGRDURU., Uia, Va, “s -i MA r3zjszid-T, WM PH 
AUMERE, WAM eRe. 
H1, i88. 2(a) iam, 
情形 2 kB, nA, 


4k-irbn. Ae hea, GAH, REAPS, 2,0, 0/2, 
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3 J Ioco aR — AW, HH TRI n/2 (GRRE sD. 

H s ng. 2 OP. E: 

情形 5 kA. RRA. 

"Zkcind, Aa te RRA, GAEL, AER PEO LB cn 
(n—1)/2, HOE MM ib. HAIR ET OC D /2 ORNE ) 。 

He 018. 2C) BER. 

RAD RIE Le MGR LH rH ART ee /2 Ve dh. TOME POL RE A IE 
38H). 


R 8.2 arty his COA se 


定理 8.5 [HAE ve iH AS. 
证 明 

情形 1 ker, 

RCE... 的 对 称 性 ， 这 就 足以 证 明 ， 通 过 移 去 少 于 27 个 质点 就 不 可 能 使 页 点?* 和 ?= 
AES Hepes i, noe n-l. RR RIT, Meo Pais SERES 
» Av, REE, WAMBO, e]. [a MIXES RATIO, BE GRACIAS 
HAERIIBLO, alm. MANFA Vs Var cs CoP BRM wu ons Via 所 得 A 
4 BET EG CI AEM REST). 因此， 从 ?到 ze 一定 (66: 
一 条 路 径 ， 这 与 前 面相 矛盾 。 
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Wiss kort, mA, 

MER KARAD o Uo Oy 后 ，v。 和 Va 是 水 连通 的 ， 和 如果 丙 个 间 陋 50,9、 
[a n= RE ERETRIA r AA BATTAE- RAV BOER t, RITE 
BUR. Auk, PBR, Va c Caroi VMV EIN, XX Elisa- r, 
VAR at Vasit Yap ELKEN r—a, 


令 8-| 侍 半生 人 ?|p 一 p42 Cain) 


那么 


BE€fa4 jr, n+i-1), 8'e[irr, «t 3—17, 
AW Ev Bech Mos! Sjo SEITE RR, BRE PAE 一 条 从 Vs 到 Va' 的 
边 ， 困 此 ， 从 顶点 pv 到 za 在 在 一 条 小 径 ， 
情形 3 k=art+l, nA. 
TEARRE 2. C] 
APRN DS, RMA v RABBIT, PRIS RIXA 8.2]. 
定理 8.4 — 设 G 大 一 个 ? 阶 简单 图 ， 乱 如 我 们 指定 G 的 页 点 为 ， 


G(r, )sd(v,) ie «d(v,) 


tus 
Cv) ra k—1, Fl str<in—1—dlv,_y4,) 
"E AGH Ake ww ng. 
证 明 


候 守 简单 图 如 满足 定理 的 条 件 。 如 果 简单 图 如 不 是 天 连 通 的 话 ， 那 么 就 存在 一 个 不 连 
WS, dg |S) =s<k, 

IES BAA GEG-S, SHEAR DRENG—-SH— DH, NATA, Ut a 
TRARESAN-1, Bm, EGF, Haee WORRIES duh si. XH 


dO) xh s— lhk l (8.3) 
因此 ， 由 定型 的 条 件 ， 
h^»m —1—d(v,—k-r-1) (8.4) 
因为 G 一 8 其 有 ?一 s 个 项 点 ， 而 且 五 是 具有 最 小 阶 的 G 一 5 的 片 ， 所 以 有 
六 去 了 2 一 和 一 大 
或 
h+s<n—h 
因此 ， 
ad(vyeh+s—ilen—-h—-l, ve Vi) (8.5) 


RAV CH )HEH B Le e LB TORE V(G) VH) Sz & 5n —h —14- WA BAK 
联 的 ， 所 以 有 

d(u)sn—h-i,«CV(G) VOD -S (8.6) 
Ht (8.3) RICB.GD ALM, eden -h— S POR Tos cg ESI, HH ESAS 
"pH GERE —h— LO, A 
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d(9,. )«n—h—1 (8.7) 


RAJ (8.4) x (8.7) s, BNR 


CD) LHD cuu) 
BN 
n—scn-—k-41 
或 
szk 
x Esch sr. 口 


fA, Hg 8.3 记 示 图 的 度数 满足 是 理 8. 4k 
(13.3 满足 定理 8,4、 尺 = 3 的 条 件 的 $4- 连通 图 =3 的 条 件 ， 所 汉 它 是 3- 连 通 的 ， 


8.2 边 连 通 度 

一 个 图 如 的 边 连 通 度 x7 (如 ) 是 -- 个 使 图 变 为 不 连通 图 或 平凡 图 ， 并 在 台中 庆 移 去 的 最 
小 边 殖 。 换 言 之 ，x/'(G) 是 一 个 具 有 最 小 边 数 切 割 中 的 边 数 ， 讽 如 ,对 于 图 8.4 所 示 的 图 ， 
边 连 通 度 等 于 2 ， 这 是 因为 移 去 类 条 边 e; 和 e: 就 使 图 不 连通 ， 而 移 去 任何 单个 边 孝 不 可 能 
HAURIRE 

A (G)cek, RGR ER-D-E GH BU. KR, BoM BRR AWA up 4 — 4 kh 
-连通 图 成 为 不 连通 的 。 TTT 

因为 关联 在 G 中 任何 一 个 顶点 上 的 边 形 成 了 如 的 一 个 切割 ， 则 得 

«/(G)<8(G) 


在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 给 出 x(G)、x*(G) 和 8(G) 之 间 的 关系 。 

定理 8.5 对 于 一 个 简单 回扣， 
x(G) «xx! (G)xzó(G) 

pi 

找 们 已 经 证 明 过 了 第 二 个 不 等 式 ， 第 一 个 不 等 式 证 明 如 下 。 

如 凡 G 是 不 连 遂 的 ， 那 么 x(G)=x’(G) =0。 在 这 种 情况 下 ,条 件 *(G) o (GBM. 

AE GEER, StH (G)=1, MAGRA Atie, xt. lu T 我 们 
fb he XOKÜg-4 BU. MAMEDE BERELE. HE, (GO se (G0 ik 
种 情况 下 也 成 立 。 

BE (G2, WAGH s (GR, HREM, CAE MARE m. D 
Ae EE (GR, MAME -P RAH (0, TB B. x (0-1 
条 边 中 的 每 条 边 都 选择 一 个 木 同 十 ?;， AUR, FREREMA, HE 从 和 中 移 去 
x 人 (GQ) 一 1 条 边 ， 上 其 至 可 能 移 去 更 多 的 边 。 恨 定 所 得 到 的 图 是 涉 连 通 的 , WAG (OG) 
一 1。 理 则 这 个 图 将 有 一 条 边 e 作为 桥 ， 因 此 移 去 Di 或 2 将 产生 一 个 不 连通 HL UCET. 
(GEEHRTE, «(Gs (G). 

xk FEE PUR REMF, 
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aG (G) O 
FARGI Hx CGO ACE 9C GO BU KARE, XX 
个 结 沦 见 文 献 [8,3]。 
定理 8.6 VIG E n-DOWDRES. WR AUG) 
zqm/21, Np 4Ax'(G)-3(G), 


证 明 

人 们 可 以 证 明和 是 连通 的 { 见习 题 1.14 ) Ñ ` ^ 
JE x' (G)>0, 

MFA (G)<8(G), MR RATA T (G> 
XG), HA SCR UL IE RR NI DENS 


HEr (GLAG), MARTER- AMAS =V, Vo, Mui (3) — |S| <8(G), 
4 S HOU mit g AT ECRIV hy P PRA AER, 

BOE V.I-q, WAV ARARE DESP npud. WRG, Ao d D 
SAV IU SNREGNOEN. FAG, Kobe 


m, (()— (G) ) 
条 进 ， 因 为 41(G)<8CG)， 所 以 有 


"7 


u 


:(96(6) -à(G) ) 


lo 


——908)(9—1) 


m 
e 
1 
2 


mn 


230(—1) 
AAG (G)>q. XFS, KAEA RAER, TAAL 4 (2/2 
BRUKET GR. Bulb, V >q. MRAM, RTW F. >p, 
WR V >>q 量 | 六 ,| >p, BAAV Vp fezcst 95 V mV ipi gom eum 
-的 顶点 。 这 样 ，V, 利 天 ,都 爹 少 含有 80G) 十 1 个 项 点 。 因 此 G 至 少 具 有 28(0G) 十 2 个 顶点 。 
iH AE 


26(G)4-22.[5 [+2 


n 
RATA. BARE IS COG) MAS, [1 
8.5 规定 度 的 图 


Hind, WRGAR—TPr-lWAA, HAC, Va ce, oe Bed, A 
— tb OE BOF I (d,, d. oe, AURA, 

A, RANGAMR- PERN SI. MRAZE, BALE Tie 
HA- PEWS. ARMAS EBOEHDLECTOS HETER e- Wie 
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Trig Edmond; a, 

BE mE OS, da, PT d.), 其 中 d xmdmeemdd,., 4 d, 是 顶点 v, Ba Hr, 
“Rind,” ARARE Wo v XE SEU MUR 

Vs. v2, Pe Vays wd. <k 
RAE TR 
Vi, Us, ct, Vena, Uu. tte Usus ny) Fok 

序列 

(d, — 1, Dii d, —1, d, aa, tes d.i, 0, d.n, d,?, wied k 

(d,—1, = d, .,—1, 0, d;  —13 <->, d, ,.— dy. 425 sel, do, WREE Sk 
HAWG, IMATE, SERIE. 

XWA[S.4]30[8.5]E £8 8 n FH — T LEER AK, MRA IA. R 
HRA—TM RPA. AAI eee Pe — TE k= Ea EDE 
再 是 在 文献 :8.6 中 旬 出 的 。 

定理 8.7 RTH Cd, da «^, 4) Hd, dim, cV RAE 
5). BARMERA BART dl. 


证 明 
ATEHER, TOUIIAMSEDI—T PR (d; d, e d.) 作为 其 序列 时 图 他 在， 并 使 
得 硕 点 V4 与 除 它 自 己 以 外 谍 先 的 出 个 顶点 相 邻 接 。 若 不 然 ， 我 们 从 那些 具有 度 序 列 ( 4.， 


0, 7, da) 的 图 中 选 出 一 个 德 单 赂 G， 其 中 名 (RAZ) RARE. THUR PES EE 
大 煞 的 顶点 相 侣 接 。 设 加 是 一 个 不 与 对 中 加 相 邻接 的 顶点 ， 以 彼 
md, WGK 
Mmd Mek, 
Ba Z, Vee (Lcd. AM, APETV. Pee dE Cii e REIR E d. 
个 顶点 中 的 顶点 zs 相仿 接 。 其 次 do >>Go( 如 果 相 等 ， 则 qum 的 次 序 可 以 相互 交换 )， 因 
Riva XE Bake, (t=q, tem) BH, DBM EGR RAE. SURE] AY 
(Uu UDA CV, V), FEB (US vL) MCUs, VOD RER, KT] 就 可 得 到 一 个 图 
G', GE £F —^- BUS CBRE SUAS ) 与 最 先 的 GPL Ae AS, GG 
的 定义 。 zi] 
JA Lii E E RINT FEKAS, CRATER RRR DE x D-(,, 
d, --, h) Bad, 2d,---d,AjHakimi sys ETT, 
eed, +0, Bo. CRASS) SRW PHAM. ea "Rb" du. 
ACC TREDARARBERSW, REPT, WRN ERRA ee EP HE Hr 
Fitti, i638 Bai UL — ^E. 
1. BDORASHENEO. EGRET, FWA DRY REI. 
2. SEPA-TARA., KABA A DARAR E. 
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为 了 说 明 上 而 的 算法 ， 考 虑 序列 
0. V Dy UV, Us 
D—-(4 3 Q 2 2) 
Het d, (MAA) 之 后 ， 我 们 得 到 序列 
Vv, vB, By, V, UV, 
D'= (3 2 0 1 2) 
人 在 对 余 度 重新 排序 之 后 ， 上 式 就 变 成 
7, V, Us Vy Us 
D,-(3 2 © 1 0) 
FAR Se. MIE, ERG 
V, T, U, VU, Vs 
Di=(2 1 0 1 0) 
FED Wt RATE. ESI 
2$, V, U, V UU, 
=(@ 1 1 0 0) 
4 ENP RPE, SU 
T, Dv, OD, V, BD, 
Di=(t 0 @ 0 0) 
PORE oe. SASSO, BTR 4, 3, 3, 2, 2, ÆRME. 
RRHH. 所 需 的 图 《图 8.5) TH Pea D 
H EHETE EUH: 
Tiko Bv., v Av. 
2.4 ev Ble, 和;。 
8. YEdEv, Ble. Hie. 
文献 [8s,7] 给 出 了 一 个 序列 可 用 图 表示 的 l 
ae RE CAFE RER), the ey AR oe fa z 
[8.8]. AS.5 AARC 4, 3. 3. 2, 20E 
假定 在 上 面 的 算法 中 ， 我 们 在 每 一 步 划 中 都 给 出 了 最 小 的 非 零 余 度 ， 然 后 通过 归纳 就 
"IRAE HEA, WR 


dl, 对 十 所 有 (8.8) 
以 及 
Tass a]l) (8.9) 


那么 产生 的 图 就 是 连通 的 . 注意 (8.8 ) 式 和 (8. ERE, E 
PRAMENE A e 。 这 个 结论 是 由 文 ATS. OFS, Eih 
文献 (4&.10 £t B, 

定理 8.8 ( EDMONDS) AKFA Cd, d, e d,) AAA kp ok 


Hd 


WR kaz ) RRR EP a Sk, 


证 明 
A BPE HE Sk RAN 


"F ti d 101506 3: VE 0H 2 EAE AE CPE kn, ROMTE RAAR 
产 尘 一 个 KK- 边 - 连 递 图 ， 以 此 来 证 明定 型 的 充分 性 ， 注 意 在 算法 的 每 一 步 中 ， 我 们 都 应 该 
划 出 最 小 的 非 零 余 度 . 

用 妇 纳 法 来 让 明 。 概 定 对 于 每 个 度 &,zp 昌 pssk 一 1 的 所 有 证 列 ， 算 法 足 成 立 的 ， 

为 了 证 明定 更， 我们 必须 证 明 在 由 算法 所 和 构造 的 图 中 ， 每 个 害 集 CA, 妇 ) 至 少 有 下 条 
3i RIAL = 1 或 14| = 0， 册 让 明 是 明显 的 ， 所 以 假定 |41 宇 2 和 |A! > 2, 

我 们 必须 志明 ， 在 算法 的 连接 过 程 中 ， 下 提 三 种 情形 之 一 将 会 并 某 一 步 ， 如 第 7 步 发 
生 ( 第 7? 超 意 谓 着 第 7? 个 顶点 被 完全 连接 的 那 一 步 ) 。 

HEIL PPA AEE AER ke 

REL AMIE Rk —1, RRB DEAL 7 PORA 

Xt4A, A>, 
MEG 所 有 的 非 堆 余 度 至 少 为 & -2， 并 且 至 少 存在 两 条 由 步 骤 上， 2, s rI 
MG ECA, AP, 

GAS EMSRS. BQ, WEA, ADEA RAW, 

我 们 证 明 上 述 沁 明 如 下 ; 

令 念 是 第 ? 步 被 连接 的 顶点 。 不 类 一 般 性 ， 我 们 假定 世 在 4 S E 们 现 ADEST, fni 
PRM, MRTG LAE 2 不 会 发 生 的 话 ， 则 情形 3 一 定 会 发 生 。 

在 第 一 步 中 ，41 是 被 完全 连接 的 ， 那 么 

a. Vi NAE LR RAE, BODL INO EXER EET 1; 

已, 网 为 情形 2 不 发 生 ， 所 以 当 v. 被 连接 de. APRA-+ RARER. 
Bit. v. CONTADORES TE) DAEA., (APE Am Ab RE 
k). BEMPT UGEET, AB LR REWRMRAMER AWA, 345610354 0 
Wi (a) 和 ( 5)。 因 此 ， 下 一 个 被 连接 的 项 点 仍 将 在 入 中 。 

因为 在 连接 过 程 的 仔 一 步 中 的 余 度 都 是 减少 的 ， 所 以 早 蜀 必然 存在 着 一 个 对 应 于 人 中 
2 的 T， 使 得 ?, 被 连接 后 ， 一 个 边 将 连接 妈 和 有 。 如 果 情 形 2 ARE, BAF MRS Oe 
连接 的 顶点 的 非 零 余 度 之 一 变 为 k--2。 这 高 请 产 ， 通 过 壕 接 过 程 ， 包 必须 与 4 中 藤 每 个 顶 
点 相连 恋 ， 因 为 及 中 项 点 俐 具有 余 度 等 于 尺 ， 并 已 我 们 连接 了 ,和 店 大 余 度 的 硕 点 。 叉 因 
A'A 注 2， 所 以 在 这 一 步 情形 3 发 生 。 器 

六 献 [8.6] 也 建立 了 一 个 图 序列 是 简单 -顶点 -连通 轿 的 充 要 条 件 。 


8.4 Menger 定 理 


末节 将 介绍 图 论 中 的 一 个 经 由 结论 ， 即 Menger 定 理 [8.11]， 这 个 定理 DT SGT 
(188 Ly EE REA IU IE BEA AE FIR HELL ICR, 
定理 8.9 (MENGER) rl (Pps A04 UL S RICT ELDER 去 顶点 的 最 小 数 


L4 


H, SF WANA HUE US m Dr HE AKG o Ci 

这 一 定理 的 证 明 在 15.7 节 中 给 出 。 

定理 8.10 -- A REG-(, E) ( [Vi sk+1) Bk EXON EXE AY, OH 
尾 两 个 项 点 s 和 和 ti 之 间 在 在 着 条 顶点 -不 相 接 的 5 一 t 巾 经 ， 

证 明 

很 显然， 天 = 1 时 定理 成 立 。 所 以 对 于 k 关 2 ， 需 要 证 喘 定 理 ， 

必要 性 ”如果 s Hit AA, Bh EMRE nf ENE, OFF 15. 

USM MEA, AGH x £dEXEK— LUCUS els, 1), 
HEBE =-C—e, WoOdog&dk— Wo dgps— (is AG ri ur EA 
&-Fk—24- TARAS, PR AEB AH TR RACV (s, 6, iH Al 
<K 一 2， 若 移 去 这 个 项 点 集 就 使 得 G' 中 的 8 和 ij 不 相 接 ， 内 此 

iV —AI = [V] — |Al zek4-1— (k—2)— 8 
并 且 存 V 一 4 中 存在 着 一 个 不 同 于 s 和 ! 的 顶点 &。 

现在 我 们 证 明 ， 在 G' 中 存在 着 -条 5 一 4 路径， 它 冰 信和 4 中 的 任何 项 点 .很 mA, ctu 
s 和 2 是 邻接 的 , 则 它 是 成 立 的 。 如 果 s 和 2 不 邻接 , 则 G 中 存在 fk 个 顶点 -不 相 接 的 S 一 4: 路径 ， 
国 亨 如 "中 存在 着 KE 一 1 个 质点 -不 相 接 的 S 一 &% 路 佐 。 因 为 [Abu —2, BE 1 ete 
至 少 有 一 条 不 售 4 中 的 任何 顶点 。 

ARAMA, RTE, GU 中 存在 着 一 条 不 含有 4 中 的 任何 顶点 的 一 
路 径 ， 
这 样 ，G 中 就 存在 着 一 条 不 含 4 中 的 任何 顶点 的 3S 一 上 路 径 ， 可 是 ， 这 与 4 是 台中 一 
个 s 一 t 非 连通 集 机 矛盾 ， 

因此 ， 必 要 性 得 证 ， 

充分 性 ”内 为 在 G 中 任何 两 个 不 同 顶 点 之 间 存 首 着 让 个 顶点 -不 相 接 的 路 径 ， 所 以 C 
是 连通 的 。 进 而 因为 昌 中 没有 平行 边 ， 所 以 有 不 止 一 条 这 样 的 路 径 长 度 为 1， 镜 余 的 
Kk 一 1 条 边 的 并 必须 至 少 会 有 除 s 和 守之 外 的 天 一 1 个 不 辣 顶点 。 内 此 

Vi (k-1)+2>k | 

假定 在 眉 中 存在 着 一 个 压 连 通 集 妨 ， 有 昌 |4| < 之 XX。 然 后 考 同 对 于 顶点 集 Y 一 4 的 G 的 
了 图 G'。 这 个 图 全 少 含有 两 个 不 同 片 。 如 果 我 们 从 G' 的 仔 意 两 个 不 同 片 中 各 到 其 个 顶点 
sii, BALG WSBT A 之 下 个 顶点 -不 相 接 的 5 一 i 由 径 ， 这 就 与 任 次 两 个 顶点 襄 让 
图 G 中 下 个 顶点 -不 相 接 的 路 和 共 相 连接 相 蒜 盾 。 

内 此 ， 六 分 性 得 证 . M 

上 上面 的 结论 是 由 文献 [8.123] 提 出 的 ， 因 为 它 仅 仅 是 定理 8.9 的 一 个 变形 ， 所 以 我们 也 
称 它 为 Menger 定 理 。 

下 下 考 虑 两 种 太 -连通 图 的 特殊 沫 型 ， 即 2- 连 通 图 和 3- 连 通 图 。2- 连 通 图 有 几 个 等 将 的 
特征 ， 其 中 耕 些 我 们 已 辣 人 第 一 过 的 习题 。 

Tutte 给 出 了 一 个 3- 连 通 图 的 特征 这 个 特征 是 以 一 个 称 为 轮 的 特殊 类 型 的 图 给 
出 的 。 
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考虑 一 个 长 度 为 ?的 回族 袜 ， SRB FH 
BTE st LEES CE a bus 就 可 以 
得 划一 个 (532+1) BEW aae Pa, W, Wk seo 
Big. 
文献 8.13] 的 3 YE GEAR GE RICE LES E ELTE 
定理 8.11 AARG RES GR, X ARG 
fe - CHA, REGEA REED E RAAT 
on RAS 运算 而 得 到 ， 
1. 添 川 一 条 新 的 边 ， 
2. FARO PE SSO E REIR ee! Ale! “和 莹 换 一 个 度 六 4 的 质点 ,以 使 得 每 一 个 下 率 Han 
4 SEES] DU CO ZEB At 5v Ale’ mag — T d dp. 
Tesi VR EXER BS REESE — 8. X BRIEDE(DUT iEGHB.9, PMPA 
Mengorig fü, RR ELH RES. IMARA. 15] 8 A eS. 
定理 8.12 AAC PREM TAANILA s Ht AHEM BANR DUM, STG 
HAS He s — RE AR LI 
Ei S UE A 1o. TA HP ER HB. 


8.5 KE & 
ALAS BUA RK AR Me 5 hie SUPR EIER 28 9 je] ER T Mgr E Yd T. 


-PERKER RAMA JU AC BERG, EART, FARR 
3,44 45 BAKARRA (OS MR, — PRAT OLAS) 
这 个 章 题 可 用 如 下 图 论 术 语 提 出 
HIE—-S COAG, "m Be, 000, DARRE, WAY, Ye, o UR X 
KB. MAGYAR, GHB (xy M). DH, SOB RW E 
GER PURE, UMEMBPAM AMAA IAA, TEL ho ARES D 
qi STRA. | 
| Cal, BEH 4ER, v, BAD NKB, guo gRIg. qx m X 
oF: 
b,—> (gm) 
b,— igi] 
b,— > igs, Gat 
b,— (g., git 
AORXCHXORROIL ARE. WHT. RABE, HAA AK ME 是 
ATH. 可是， 我们 能 够 使 3 FARRAR GAARA, A0, PA 
样 合适 的 对 是 
1. (b,, gi), (b,, gi), (,, 93) 
2. des d (b, gi. Gus Ga) 
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A 


b gz 


A Be? 


ENNER TRELECH EX, 

加 果 图 中 的 两 条 边 没有 任何 公共 顶点 ， 则 称 它们 是 独立 的 。 如 果 边 e:，e;，… 测 的 每 
ARICA A, NEA SE IT RB rS. 

EYP MUS APH rinde. PIA, FEBS, (6, 6 gb TER. 

BRER, BAE AEM WRARMA. REEMS. S de, 6E HELE BE, 
iiie. el AREAREN. 

ROCK Mot APG EA PEE 在 图 58.3 中， 集合 [er，es，e) 是 最 大 E M. 
的 最 大 匹配 中 的 边 数 称 为 对 的 匹配 数 ， 记 为 wa( GG)， 

坟 果 一 个 顶点 在 肛 员 古 边 的 二 个 闪 顶 点 ， 则 称 这 个 顶点 在 匹配 居中 是 饮 隐 的 。 例 如， 
Wies, ATEB, e e PRUNK. EN 

Fa@R—-+AA Les CX, Y)NILASEG-(V, DERRE- ^ = X mx. 
Y, E), | 

BIVENS (X, Y, E) 中 ， 如 果 存 在 一 个 号 配 蚜 ， 并 使 得 X 四 的 每 个 项 点 在 了 
中 是 秽 和 的 ， 那 么 集合 和 和 Y 基 入 区 所 。 然 而 开 配 内 称 为 入 到 立 的 一 个 完全 喷 配 。 

慌 助 于 这 个 新 的 术语 ， 结 堪 问 题 等 效 地 变 成 在- 一 个 二 分 图 { 及， 了 ， 互 ) 中 法 寻找 一 
4 X ÉD Y RSME. FOP, BSA RO PRT PE REP JU Ete, 
另外 提供 结婚 问题 的 解答 。 


8.6 二 分 图 中 的 匹配 


考虑 一 个 二 分 图 G= (和 ， 工 ， 卫 )， 令 尽 是 入 的 一 个 任意 子 集 ， 并 用 I(S ) 表 示 与 8 中 
顶点 相 邻接 的 顶点 集 ， 假定 1S8 .>iL(S 站， 则 显然 不 存在 从 S 到 T(S ) 的 完全 匹配 ，G 中 的 
任何 区 配 具 至 多 包含 TP(S)| 个 S 中 的 顶点 。 因 此 


MisiXI- GsI-ICS)D (8.10) 
因为 式 (8.10 ) M EX IHE IIT SR S, MARTEM 86 1 i Hl 
IM|ix |-- max d Si- IC SD (8.11) 


RARE LX PER PE SHE SWG HE GNF: 
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eCS2* |Si-T(CS)| (8.12) 
fi 
s(G) -max(si- Ifc Sop (8.13) 


TUR] (8.13) 式 ， 可 以 将 (8.11 ) 式 重新 写 为 
[M <|x|—3(G) (8.14) 
ELERE, 4T —EBG-UX, Y, Etter d+ BA4XI eC) eh 

Bp, Me, XC), Gey ~~ ADORE A CET IX|—oCG), MeSH 分 

WKN, RMT BCG) -0 的 情形 ， 然 后 再 证 明 o(G)>>0 的 情形 。( 注 总 ， 

o(G)20, BAMFERS, ofa) 0. ) 

HN, WURXTEX AETHER S 
| SE TCSOI 
NAMRC(OQl-OBHEOEE, MILE XM TUE 8 
IST $I 
BAG) DOE RE. 
FSO CMR 8. 16 JRA. SEAT RENE ET cR 8.17709. 
定理 8.15(Hatl) 在 一 个 一 分 图 G=(X, Y, EF), G EX —TPRAXSIYBEAA 

PCR, MHOIT ASE 

NEIES) 

WERR : 
DE o (8.14 ) RAMAL X SUY OCA ENERO (G) 9, RAL, 
vo Isi<I( SX, SEX 
充分 钙 ” 对 关中 的 顶点 数 | 及 | 进行 归纳 米 证 明 . 

如 朱 :X|=1， 都 么 显然 存在 一 个 从 及 到 了 的 完全 匹配 ， 因 为 了 中 仅 有 “个 顶点 应 谈 同 

Vb Ay ai FT AD HE, 
few BUS, EUEXPPIX]« n — 1a APES. I GE 

|X ^mij —4REG- CX, Y, E), XEPXES--T TRS, RSL. RER A 尘 

HO m IR eu EAA X E) Y 的 完全 匹配 。 

OB  XDES—4XBUdEESA FES, [SICITCSOL 
WIES ded (xs Uy) € XI. e Y. 4G IAE GE x DLE S E 

IAS CIRCA i PERRA LE EX Gn LEE THE S 中 的 顶点 与 六 中 多 于 | SI 个 顶点 i 

邻 护 ， 所 以 它 全 一 定 与 芯 一 :gs} 中 的 | SI 个 或 者 更 多 个 顶点 相 邻 楼 。 因 此 ,由 归纳 扰 设 ， 这 

HEER- PAXE EYU REAA, KAUSA (Rs Y) 一 号 就 组 成 了 

AX FLY figsz 4 TER, 

WES BE TXB PSM TRS,, BRIS. TO. 
设 G' 为 一 个 包含 了 集合 S。 和 (3S,) 中 顶点 以 及 连接 这 些 顶 点 间 边 的 G 的 子 图 ， 
RG" AA MATHS X—-S, A YI.) 中 顶点 ， 以 及 连接 这 些 区 点 间 边 的 G 的 
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TH: i : ; 
总 们 要 证 明 ， 在 G' 中 存在 着 一 个 从 S。 到 TCS,) 的 完全 匹配 ， 在 G* 中 存在 着 一 个 从 XX 一 
S,AY—F(S,) MER. XxPPA DS EU A RRA TAXAY HR. | Er 
首先 考虑 图 GG'。 HFS, HEMTRS, ET (ORRE hH Sp gos 45 
项 点 。 yi 
因为 对 于 S, 的 每 个 子 图 S， 
|S) xx TCS)! = [FS] 
所 以 显而易见 
I'(S)-rI(S), ScS, 
BRA BRE, LESS BTS, HRS, 
下 遇 再 考虑 图 G7。 对 于 并 一 3。 的 任何 子 图 ， 设 工 (S) 表 示 羡 一 TGS 中 与 3 中 顶点 用 邻 
接 的 顶点 集合 。 对 于 和 二 站 一 So。 
ISUS, = IS: + iS. 
x GS, 
= FO) + IFCS,)| 
BAIS. = ISl, BAMA ERIA. 
IS; = ES], ScX-8S 
RAR AKE HAREM, Xx HE EET AX-S AY TG WSR, 
于 是 充分 性 得 证 。 口 
止 如 我 们 前面 所 观察 到 的 ， 定 理 8.13 提供 了 一 个 结婚 问题 的 解答 ， 下 疝 斤 述 这 个 
解答 。 . 
定理 3.14( Hall) ”结婚 问题 解答 的 充 相 条 件 是 任 一 个 男孩 移 集 CREDA PK 
A, pEkem,xHmisyu. c] 
sg PS. 1D DUE Lr RES. LUE OS PHAR E. 
FEES, Se(G)omL MAW A HMMS [X] —e(0). Hit, RITE 
"FPE ol. . 
518.1 BS, ASL, BXMEMATTR, W 
a(S, US,)+o(S, 08,)2 0(8,) - 0(8,) 


证 明 
证 实 
IS, US} + |S, n S.l = IS, + ISl (8.15) 
仅仅 是 个 简单 的 练习 ， 
因为 
| ITS, US, ~ (FCS, YTES, | 
以 及 
IFCS, US) « FOS, f C81) 
DAITE ES 
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IFS, US. + (PGS, NS) < POS UPS, + IPOS PS, 
NEC =] PG, + IT(3.)) (8.18) 
c (8.15) 式 减 去 (8.16 ) 式 ， 则 得 ? 5 
a(S, US,)4 6(S, 98.) z JB, + 184] — PCS] — IFS, | 
= 'o(S,)+o(S,) m 
5[283.2 SAS, XT TB, HES) —0(8,) 50(G), MA 
e(S,US,) 2e(S, N 8,)—o(G) 
证 明 
由 引 理 8.1， 
a(S, US) -e(S$,0 S,)yza(S) 4 o(S,) =20(G) 
再 为 不 论 <(S US:) 或 c(SinS:) 都 不 能 大 于 c(G)， 所 以 得 到 
o(8,US,)=0(8,0S,)=a(G) D» 
定理 8.15 在 一 个 oC(G) 沁 0 的 二 分 图 如 = (X,Y,E) 中 ， 最 大 匹配 中 的 边 数 等 于 IX) 一 
e(G), 
证 明 
RS, S, e, SMBBRFO(G)MXKHTR. > 
S,-S8,n8,n-- S, 
gi 5| 388.2, 
c(S,)—c0(G0)750 


.这 辜 ，S, 是 非 空 的 。 现 在 我 们 注意 到 ， 其 有 和 鉴 等 于 5(G) 的 各 的 每 个 子 集 都 包含 S,. 


”考虑 8 中 的 任意 顶点 YX,。 设 G' 为 从 马 中 移 去 顶点 X, 以 及 与 它 相关 联 的 所 有 边 后 所 得 
到 图 。 显 耐 易 见 ，atG')<olG)， 因 为 集合 六 一 {%*,} 的 FR TEA So. 我 们 现在 证 明 
os(G')=0(G)—1, 
考虑 集合 Si =S, {t} RIA 
o(S,)= |S;] — |PCS,)| 
= JS, —1— ICS, )| 
ANAS KEG), BEULRERI 
IS —1— ESO < IS, — IT(S,) 


8 ; 
ITCS. > IFCS,)| (8.17) 
5—J3 8, BAS 是 8 ,的 - -个 子 集 ， 所 以 
PCS s GC, E (8.18) 


Be (8.17 ) 3X8 (8.18) R, AS 
IFC9:)] = GA 
A 
+ 原文 为 “一” 9, EON ^ 9. — Rit 
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o({S,)= IS,] —1— IT(S,)| =0(G)—! 

HWI), MAG) =G). 

du RIA FANE, BAMX PBA oO 个 顶点 的 持 合 以 及 关联 在 这 
此 顶点 上 的 边 ， 那 么 我 们 就 可 得 到 一 个 G 的 子 图 ， 其 差 等 于 零 。 出 定理 8.13， 在 这 个 子 图 
中 存在 着 个 完全 匹配 。 这 是 一 个 G 中 含有 苹 一 olG) 条 边 的 匹配 。 由 (8.14 ) 式 显 而 易 
处， 这 样 的 匹配 是 所 的 …… 个 最 大 匹配 ， D 

Ze 135425388 15400) — EXE, AHEREE, RUBE TAR 

理 ， 并 请 参阅 文献 [8.18] 和 [8.19]. 

asie (König) 在 一 分 图 G=( 和 ,YE) 的 一 个 最 大 号 配 中 ， 它 的 边 数 等 于 
|X| 一 0(G)， 这 里 gCG) 是 GG 的 差 。 | l C 

推论 8.18.4 EES IAG, Y, Ep, f 

min{d(x)}=max{d(y)} 


那么 就 存在 着 一 个 到 到 的 完全 匹配 。 
证 明 
令 
min{(d(x)}=d 
DIA 
UE 
max(d(y)) — d, 


XM TBA, RES APTA ORME, E.'s TCA) 中 项 点 相关 联 的 迎 
RE. BAMA 
|E\ = IA] d, 
Al EM 
IE, < IXA) d. 
WSE,CE,, MUE 
IE(A)| d;> JE, > E> ; Al d, 
因此 
ITA) = (Al, ASX. ; : 
这 样 ， 由 Hall 定 理 可 知 ， 这 是 一 个 从 及 到 Y 了 的 完全 匹配 。 D 
下 面 我 们 考虑 两 个 与 HalI 定 理 有 关 的 结论 。 
一 个 结论 来 自 于 横 截 (transversal ) 理论 ， 
设 虹 为 一 个 非 零 有 限 集合 ， 且 信 = :8S,，8S:，…，8S.}{ 不 必 非 有 区 别 ) 为 天 的 非 空 子 
集 的 一 ^M, Hs SAS HB ( BAHAY KE) 就 是 一 个 M 的 个 不 同 元 素 的 
集合 ， 其 中 每 个 元 索 来 自 于 每 个 集合 S,。 T 
Rin, WAM=({(1,2,3,4,5,6;m S,=(1,3,4}, $=(1,3,44, S,- (0,2,85) EL RS, = 
{5,6}， 那 么 {1,3,2,6} 就 是 族 S-- (5,8, S..8,))M9—4 li. 另 一 方面 ， 如 果品 一 S,= 
{1,3}，S, 二 {3,4,} 以 及 S, 一 {1,4}， 那 么 对 于 族 {S,,S,,S,,S,} 来 说 就 不 存在 一 个 模 截 。 
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BE dE a FID 

PR FIR AO RUGGED RERA? 

概 定 我 们 构造 一 个 二 分 图 GG== CX, Y, E), Ae 
LTR AC PSH E ES. 

2.Y 'P BO Tf x uox PM POOR 

8.41] (X, gd; ) CE, 4RRBICS,. 
XüdkdedispkUEiB, LSE SO AR ER eA IT APER, SH 
-—MXsyYHWHjsu4egume. PE. RMT RA PME, CEN MRR 
BO EA BY ER SER, 

定理 8.17 EM PIES RMAHS=(S,. S, eee, SAM-FRB— Pik, BA 
^ SE RUE UEBUR, EL ( IK kar) > FSO PRA AM i BE KA un 
E. [3 

bie Rado PMA A SMR RE RESO MS AP ERIM. XX" IEEI ETE EF, 
可 在 文献 [8.201 中 找到 。 

下 面 的 结论 是 关于 其 元 素 只 为 “0 ”和 和“ 1” 的 泄 阵 ， 这 样 的 矩阵 PRX (0,1) RI 
E SERVER IRAP RA 

定理 8.18 (Kenig 和 EBgevary ) 在 一 个 《0,: ) -矩阵 中 ,含有 都 是 1 RY Ho XC 


等 于 在 酌 的 岗 - - 线 电 没有 两 个 1 的 最 大 数 。 g 
已 知 一 个 mx nri (0,1) EM, BERTE tT —0RSG— (X, Y, E), 并 
JXmieTAX, X. ee r Kalt RT M rnm, 

2. YR TR AY., Yo ron s y. SM RRNA 


SGM NY CL P) REL, BABAR (xs y) EF, 
WERNER TAAL MENA GRMARR GW. W 么 Konig-Fgervary 定 理 可 
及 复述 如 下 : 

在 一 个 二 分 图 中 ， 桥 次 所 有 边 的 顶点 的 最 小 数 等 于 图 的 任何 最 大 焉 配 中 的 边 数 、 

在 第 九 章 《 定理 9.2 ) 中 ， 我 们 将 证 明 上 面 形式 的 区 5nig-Egervary 定 理 。 

8.7 一般 图 中 的 匹配 

本 节 将 导出 有 关 一 般 图 中 匹配 的 几 个 结论 。 | 

考虑 一 个 图 G= (VE) 和 G 中 的 一 个 匹配 ，G 中 的 一 个 交谈 链 是 一 个 轨迹 ， 它 的 边 
Sb EM pl (E-M) H, MWe, ei, e,, e, 0, e RUE XT BS 9m 
配 M = (ey, eo Cg} KPC. RRP E PM DOXERHOSERGH. AFE- M 中 的 边 称 
为 亮 边 ， 因 此 ， 在 上 而 所 考 感 的 安 变 链 中 ，e,，ey，e7 是 亮 边 ， 侧 ce:，e,，es 是 陪 边 。 

“定理 8.19 HM, AIM MPG (V, ED pO. HERG’ = (V, E^) 
为 出 边 集 
M,QM.,- (M,—-M,) U (M,-M, } 
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regu rl. HAG MAK MAA MPRA ZH, 

VASER, TOURER NREM RUM th, 

2.9545, REM, AM p, HR AEA RS A, 

证 明 e 

ARTE V. 

情形 1 veV(M,—M, ), Aiv£V(CM,—M,), REV ( M, 一 Mj ) 表示 在 
M MBA. 

TAH, VEM, -M hg RK. KAM, IE AMEN. MAM, 一人。 
dne HAR AWG SORE, Be woe VE (M,— M, ), KUM, - Mee rp 
KEARE, Bib, RIE. GOopenpgm3 1. 

情形 2 veVCM,-M.) Rive V (M,—M, )., 

fcx MUR E, M.—M. noh Rei oH, EM, M opeti Ade s v 相关 联 。 
Hub, vat). 

Aas eR APR SRT, HILGCRSIECKECRI. ， 因 此 ， 连 通 片 将 是 定 


理 中 所 描述 的 两 种 形式 之 一 。 Li 
LS M 2 9s 
H 8.9 PA 8.10 


piu, Ares. of Ae RM, — (e,,e,,e, IM, —(e., Cy, 6). W 
MDM, = {€6,, €p, 06, Ca, €, En? 

TG iE. 10am ATUA, GAES. 19 A Et. 

在 下 面 定理 中 ， 我 们 将 给 出 文献 78 .21] 关 于 交 变 链 的 最 大 匹配 特征 。 

定理 8.20( BERGE) 一 个 中 配 型 是 最 大 的 ， 当 且 仅 当 在 竺 意 两 个 不 侈 和 的 做 点 之 
间 不 存在 交 变 链 ， | 

证 明 

必要 性 假定 在 两 个 未 饱和 顶点 之 间 存 在 着 一 个 交 变 链 卫 ， FB FA BEB SUR E. 1. EU] 
AAM, A 

IM ,} = M| +1 

%HeM,=(M-P)UCP-M), 

例如 ， 在 图 8.9 中 ， 考 虑 罗 配 吕 二 {8,，e,}， 在 未 饱和 顶点, 利 2; 之 闻 存 在 营 一 个 交 
Mike, Car, eu, CMe. MRRMTEM PHH, eMe RRRMe. Ne, BAM 
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AAEM, 6,6. MEKMS-HU, 

OH HEMBLESKE, EM’ EARR. Be OB 知 ， 
M uL EMU, MEN PEERAA Bs AULA EREEREER. RAAEN 
TM| == pE, mapu m S YER UE. 

HZXM-(MnM'o)u(M-M')ukXM'-(MnM'Y3U(M'-M), Fr s 
AIM) =M, 4ER |M-M'] = W -—M]. 

HG Ey BMBM’ = (M-M' ) U (M'-M ) 所 诱导 的 图 ，- 

AER BG HE. MER. 19m, RRMA. WAT le 中 
fjv EME — IM’ AM — Meh, Ak, Gp ads BI BE YE M— M' vp fg y HO 
M' — Mi SUR AA, 

HRA BG HARARE PH. PRAZA. 199319, ER xu d AR HE UB 
306 M —M'fuM' — Mp, RE EMR Mp pO, pos Be R 
长 庭 为 奇数 ， 那 么 路 径 的 端点 在 同样 的 匹配 中 都 是 未 饱和 的 ， 这 就 意 亩 着。 对 于 这 两 个 匹 
天 中 的 一 个 ， 在 两 个 未 饱和 人 项 点 之 间 存 在 闭 一 个 交 变 链 ， 担 是 因为 训 和 及 ' ey at BOY 
AF, PUR AAP AM. MEE 中 组 或 略 答 的 每 个 片 都 共有 侦 数 条 边 ， 而 有 M—M* 
和 六 ' 一 M 中 的 边 数 是 相间 的 ， 

A, G'Bjfs T HiEM—M'0M' Mit lot Fr atn. AA Gp xt Hu 
BG (M-M')ucM'-M), WAE 

iM —M*| = ;M'—M| 
Bit MI = iM’), N 

BHEAG HH tEAM, EEPAIEEBETTEM TRIBU BUR ZI — T ECEvE. GE 
tas dr yrA S, MOPIE—A4^€EME-XNIAN HU. RRP RAO MIN 
-AR TE. | 

下 面 我 们 用 交谈 链 的 埋 论 米 证 明 关于 二 分 图 中 的 两 个 有 超 的 结论 ， 

考 泪 一 个 共有 详 大 度 A 的 二 分 图 G=(X, Y, E), EX, RRX AR 所 有 TG 
MRE. MRG ESHA, TCX), E', REE BEE XTX MHS, 
那么 由 扒 论 8.18,1 可 以 看 出 ，G' 中 存在 着 一 个 从 XX, 到 TC(XX,) 的 完全 匹配 。 这 样 的 匹配 显 
Ni TX PRERA HR. AH, G 中 存在 着 一 个 饱和 了 肥 中 度 为 的 所 有 顶点 的 匹 
配 。 同 样 地 ,在 GG 中 存在 着 一 个 饱和 了 YY 中 谋 为 的 所 有 顶点 的 匹配 。 现 在 提出 的 问题 是 ， 
在 - 个 二 分 图 中 ， 是 否 存 在 着 一 个 饱 种 丁 狼 和 了 中 所有 最 太 度 的 项 点 的 匹配 ， 为 了 解答 这 
全 问题， 我 们 需要 如 下 的 结论 。 访 结论 是 由 文献 [8.22] 提 出 的 | 

定理 3.21( MENDELSOHNRDULMAGE) #G=(X, Y, E)\X¥—-toae, 3 
EM B—- PAX GOXAY cYG-i, 2, UVC, RARREB-—SMAAITX, AY ,的 匹 
RM'cM,cM,, 

证 明 

Xm ^mG' =X, JX, Y.UY, MUM;)。 这 个 图 的 每 个 顶点 的 度 为 1 或 2， 
内 此 这 个 图 的 等 个 片 或 是 一 条 路 币 ， 或 是 一 个 回路 ， 它 的 边 交 花 呈 出 现在 邮 : 和 五: 中 (《 见 
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igfüs.loHjuEB ) 。 

G' 中 的 每 全 顶点 YEY, 一 了 ,的 度 为 1 ， 所 以 它 在 一 条 路 径 为 卫 , 的 连通 片 中 ， 这 条 路 
径 是 从 妖 到 ~… 个 顶点 和 EX, 一 义 , 或 者 到 男 一 个 顶点 z EY, 一 了 ;的 ,在 前 一 种 情况 下 ， 
P RRA- REM H, KUM, OPE AXLUCE IY UCU) 的 匹配 ,在 后 一 种 
k, PRR- AAEM H., MUM OP, RET AX8IO,.—2200(9) MER. Æ 
任何 一 各 情况 下 ， 琶 , 甸 P, 都 饱和 了 YY, 由,、 这 样 ， 及 ,组 P, 就 饱和 了 #EY, 一 了 ,以 及 XX， 
WY, AY HARA 

TAR BR ATT 

PEE. 
那么 就 可 以 看 到 M ,四 PP 是 一 个 已 和 了 和 和 区 :的 匹配 ， 这 就 是 所 需要 的 m M'CM,U 
M:. L) 
定理 8 ,22 在 一 个 二 分 图 中 ， 存在 着 一 个 饱和 了 所 有 最 大 上 度 项 点 的 匹配 。 

证 明 

AgECABEG-OX, Y, E), igX' CXV RY' CYRAATG PHAR KEW 顶点 。 
XXE A ferat Wi PEE. RPREA-- PATS PRADA LEM, At RIT 
Y' RADAREM, BPUNHDERRPSOCIBDAL RB EBT M'CM.UM,, È 
MATA AY PAT. RRA DIOS dB fü GP BEI RAKE ARMOR, (2 

推论 8 .22.1 其 有 最 大 顶点 度 A 的 二 分 图 的 边 集 可 以 被 划分 为 A 个 匹配 ， 

证 明 

考虑 其 有 最 大 顶点 度 和 的 二 分 图 G= (X,Y,E). HERL, REFERA 
各 了 所 有 上 度 为 A 的 顶点 的 匹配 季 ' 。 央 此 二 分 图 G' = (X，yY， 卫 一 了 As RKBA—1, 
这 个 图 又 含有 个 饱和 了 所 有 庶 为 A 一 1 的 顶点 的 匹配 怕 , ,重复 这 一 次 程 ,我 们 可 以 构造 出 
一 个 不 相交 前 趾 配 序列 用 ,， 前 ;，-……， 以 。， 这 就 形成 了 E 的 一 个 划分 。 

定理 8.21 和 定理 8.22 以 及 推论 8,23,1 的 应 用 将 在 15.6 节 讨论 ， L] 

现在 我 们 回 到 讨论 一 般 图 的 匹配 。 

— f fi CE Gb ETC TAS PY Ue BY Gif st E ENG. 

TF inf ACBL SCAR 8.23) KF — I EL P AERE UE I ERE EA, ux E 
uE IR FUP CERE 8 24). 

如 果 图 的 一 个 片 中 的 顶点 为 奇 黎 ， 那么 这 个 片 是 奇 的 ， 和 否则 它 就 是 偶 的 ， 和 如 果 S HIS 
GG 顶点 的 一 个 子 集 ， 那 么 我 们 就 用 polS) 来 表示 GG 一 S 的 奇 片 数 ， 

定理 8.235 ( TUTTE)  EG-(V, E)RE—A BRE, SHENH 
PAS)<|S!, ”对手 所 有 SV (8.19) 

证 明 

必要 性 ”假定 G 具 有 一 个 完美 匹配 加 。 对 十 某 些 S CV RG,,G,,--,4,H#G— a 
片 。 国 为 每 个 G; 是 奇 的 ， 所 以 G 中 的 其 些 顶点 人 必须 在 晒 下 同 S 的 某 些 项 点 2 FDO RC. 
样 S 至 少 有 下 个 项 点 ， 因 而 

PS) 扫 181 
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KA PEAS, MRACHECIDA, MARRS = ORR p. CU D, 
所 以 在 这 种 情况 下 ， 介 中 将 不 存在 奇 片 ， 换 言 之 ，GG 具 有 偶数 个 顶点 ， 
充分 性 的 证 明 是 通过 对 D 归纳 进行 的 ， 这 里 好 = | V]. 我 们 还 利用 IIall 定理 (定理 
8.13 ) 和 简单 的 事实 . 
i Py(S)= |S] (#2) (8.20) 
i= I TESLIE GO AK. Bg SUCOU T BUG DU Y TARARE. Ri Me 
一 下 有 具有 2 个 了 项 点 并 且 洪 足 (8.183 ) 忒 的 图 GG。 我 们 分 两 种 情况 讨论 ， 
WEL BE p.(S)<jS|, MBAS, 2« Sica 
SRA PARLE -(a, b). RAsia, URGE, -G—-A, HTG WARES 
了 了 焦 了 ， 令 PICT) 表 示 G 一 了 中 的 奇 片 数 。 于 是 PC(T) 关 1Ti， 因 为 刘 末 PoeCT) 全 上 |， 那 
ARBAT PAT UA)= pir) >|Ti =|TIA!~2, xxE(s.19) 式 相 矛盾。 因此 出 时 纳 
假 是 可 知 ，G4, 上 有 一 个 完美 虑 配 ， 即 G 只 有 一 个 完美 此 本 。 
情况 2 PEER ARAS, ERPS) = [S[z2, Rit S 是 一 个 最 大 的 入 
样 的 集合 “ | 
: HERE, AGS fay, MEG Sh exer poii, We RMT 
HUBLI EEMS E. RA DUM I PEN. Baty, (Sue) S 0 OD 
Ties S, 1. ATS IDE Re (SUM S!—-1, MU pS Jv) iS lL. Mey 
SMR KAA. At, G-E REERA. 
ik|S|-s, RG, Gi, o, GONG e Sw A. MERE: RIRE I Wa dp 
FRAP Pe OPO. FREE TSH RTA CRE. MRR ORE RS, 那么 
HfHall 宕 理 可 知 ， 在 避 中 就 他 在 天 个 仪 和 与 S 中 久之 上 个 顶点 相连 接 的 奇 片 ， 但 是 如 果 用 工 
REBATPMRAWRA, ARIMA 
p(T) 2k >h=|T| 
但 这 与 568.19) 式 相 了 矛盾 这 样 我 们 就 能 够 从 每 个 G 中 全 出 一 个 顶点 Wi 二 s)， 使 得 它 与 
S ff IL RU. 
项 在 每 个 CGI 一 加 一 2 都 只 在 偶数 个 顶点 。 如 果 我 们 证 明了 每 个 Gi 都 具有 -- 个 完美 匹 
Ac, SPAR YEW RR EIC SER, 
MEG aa pCR) > |R TAR, px E p, COJEO; 一 下 中 的 Ay So Hh 
4.20058 3130, prO |R|42, Bit 
pO JSU (vl pt OO 042-1 
z RI ISIHA 
=|RUSU {v,} | (8.21) 
但 是 条 件 (8,19) 要 求 
PARUSU MPIRE ISL {yy} | 
[dvi l 
PARUSU (yJI=jJRUSL jv} | 
这 与 8S 的 最 入 性 由 矛盾 。 因 此 由 归纳 假设 得 知 ，Gi 具 有 一 个 完美 四 配 ， [3 


ef 
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8.8 进一步 阅读 


文献 [8 .26] 和 [8.8] 是 值得 推荐 为 进一步 阅读 关于 连通 度 彻 匹配 的 两 本 文献 ， 文 献 18. 
26 还 对 有 岗 和 无 名 图 情况 下 度 序 列 的 实现 作 了 详细 的 讨论 ， 文 丙 .8.8] 给 出 了 Menger 定 
理 的 历史 说 明 以 及 它 的 几 种 变形 ， 

一 个 通讯 区 络 可 以 寞 拟 为 一 个 图 。 易 损 竹 概念 六 生 于 研究 用 图 模拟 的 网 络 中 。 我 们 谈 
到 的 易 损 性 是 指 网 络 对 十 名 的 贷 感 度 。 如 果 移 去 图 中 某 些 项 点 和 边 后 ， 就 使 得 图 不 连通 
Y. MARMRUAART MAR “HM” T. RE. MAN SRS 9 f DO GORGE 
WEAKT. Wi, WERN HRA BEDPRAN, HABE, 那么 我 们 就 闪 
AN EN , AE SHAK. 

ARLE. 27A JUES XT FUB TRE ET SE PE i RE THERE OR. AK 一 题 且 的 其 
‘ETUC GFE A S.28]. [8.29 pL [8.30 ]r.. XC 8.31 AER RPS 
的 阅读 资料 。 

一 个 图 的 连通 度 测 试问 题 与 寻找 一 个 传输 网 络 中 的 最 大 流量 问题 是 密切 柑 关 的 。 进 一 
步 的 讨论 和 有 关 的 参考 文献 见 15.7 节 ， 那 里 我 们 也 证 明了 Menger 定 腻 ， 

文献 [8.32]、[8.33] 的 文章 和 文献 [8.34] 的 书 都 是 值得 推荐 的 、 关 于 匹配 和 机 截 理 论 
的 更 高 一 级 的 阅读 资料 。 有 头 匹配 理论 的 应 上 朋 《 特别 是 最 优 分 配 人 问题 和 时 间 表 问题 》 和 有 
关 算法 将 在 15,4 到 15.6 节 中 讨论 ， 


8.9 3] gi 
8.1 &d,«d,«--«d.SUR SURGE TAANE. 让 明 : 如 果 
n-k 


cadit, y>r+k-], rA 27 


+k-2 
(b) dun pode 


WARGR Bk, ken. 
8.2 EW, X T— T 99:60 m- LE ERG, 如果 


1G)» tk rtk- -2 


HE AEW EK MG MN. 

8.5 WRG-(V, E)R— NUR HSB 4 B-— (b, bu. on, DLE 是 一 个 1B| kM, fo 
qTaCV.-B, MAEM. CPEE NABH ond RRC b; eS, 

8.4 RGR-PMHAGK ERE, Hk»2, ER: 如 由 存在 普 一 个 经 过 任 塌 二 条 边 e, Me 以 及 上 =- 2 个 
TARRA. 

8.5 EW: kH =k) =k, 

8.6 两 出 一 个 县 有 7 了 个 顶点 、18 条 边 的 5 连通 图。 

8.7 LU: 一 个 往 单 图 刀 的 边 可 己 在 给 定 方向 后 ， 的 成 一 个 强 连 通 图 ， 当 脏 仅 当 避 是 3- 过 -连通 的 。 

8.8 JV ERGÍ PE PE BADGE- :个 用 两 条 反 向 、 BAUR FEEDS BUR EERE MG Riches 


OMA. HER: 
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8. 
8. 


.10 


11 


,12 


-13 


.14 
.15 


, 16 


VY 


19 
20 
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Ca) ONS Hy e e AID(G) B I8 TER — — NOWRA 
Cb) DCCORk-15- i518 Pn, C Hx 9 GARE Ki BR I. 
注 S EGRk-6-kd. 5 B5 xCPOIB (OX IRASTIDEIR, ELRBAKRMAR 
GE: AF A IS —t Bh HB 
giui—4-REHSDOS, 4, 4, 4, 3, 3, 3, 3, IOAMRATHHM NE MEW RE 
单 图 。 
证 明 : 一 个 非 负 整 数 序 列 Cd, d, 5, d.) 是 一 个 树 的 魔 序列 ， 当 且 仅 当 
d;>1, SFA 
fü 


Èd=2n-1) 


TEM: ARMM (Od, da o, da) 是 一 个 图 的 次 序列 ， GHRAD d BBA Wie 
献 [8.4] ) 。 
WU. HEMBRARR Cd, dp = d) 是 一 个 简单 图 的 度 岩 询 ， 当 及 撤 当 


(a) Ed RMR 
Cb) Educk(k-1)+ D min(k, di) , xHEr«ken-i 


CRX ME8.7:2 
fen 
(a)d;»k, Xl Pi«izn, 


LE P 一 
(b) m- Xi d, DO nk 


xum m EG f VILE ( 见 文献 [8.6] ) 。 
证 明 或 否定 ， 对 于 每 个 匹配 玖 ， 则 存在 着 一 个 最 大 丐 配 M'， 症 使 得 训 和 开 /。 
如果 非 负 实 方 阵 忆 的 每 行 元 素 之 和 为 I 以 及 P 的 乡 放 元 党 之 和 也 为 1， 那 委 非 负 实 方 阵 了 就 是 双生 
随机 的 。 一 个 排列 瑟 隆 就 是 每 生 或 每 列 恰好 只 有 10900, DER. E: KEANE 
P 可 以 表示 为 

P=cP,+6P, Hete P, 
KEE TP AERO, cR PERMH, A Lem 1。 
BGR—4JU AS CX, YOTAR BURG 有 有 一 个 从 处 到 Y 的 完全 匹配 ， 子 么 证 明 : G 
HHE--PxOEX, HWUMFE ETL, ), BPA-PRAMMASTI (Xa, )。 
CHK WF R— HOBK-IEWAE RTA, RER -个 上 - 因 于 就 是 “个 理想 此 配 。 如 果品 站 
PE TRAE, BACAR AFC, EA: 天 ws 和 :都 是 1- 可 因子 化 的 。 
(a) 证 明 : ba MARRANT ERAEN NSL) 
证 ;一 个 连通 3- 因子 是 一 个 哈密 顿 回路 。 
(b) 还 明太 ,是 一 个 1- 因 子 和 一 1 个 连通 2 光子 的 并 。 
WB: 连通 图 人 是 3- 可 内 子 化 购 ， 当 且 仅 当 它 是 侦 数 度 的 正则 图 。 
设 了 和 N 为 昌 侣 的 两 个 边 -不 相 接 的 丐 配 ， 而 jM > IN|. eB, Gef RO EMO 
N' A= IM -1, 让 = 的 +t 以 及 MUN 一 了 UN。 


8.4 


8.5 


8.6 


8.7 


mEG=(V, E)&——4 BE. B>A, WAEN: de TGEGHAREM,,.M,, en 
M., HER 

E-M,UM,U-- UM, 
WA Tisi<k 

els mi|] 

xgmaRGH WH. l 
证 时 ， 树 Z 具 有 -- 个 理想 距 配 ， 当 旦 仅 当 对 于 了 中 所 有 顶点 为 PoWw)=], KB pov) AT -Y 的 
奇 片 数 。 
A Tutiezg EM FAHER (M3 LS.35]m MIMS, 3.1) 。 
AMegera fti iu Helium { 见 文献 [8.36] 中 的 定理 28d ) 。 
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第 九 章 覆盖 和 着 色 


在 前 几 章 中 ， 我 们 定义 了 一 些 和 图 有 关 的 有 用 参数 ， 恕 铁 ， 霍 度 、 连 通 度 ， 匹 配 数 ， 
等 等 。 我 们 以 前 提 到 的 秋 和 零度 都 从 研究 电网 络 中 提出 来 的 ， 而 连 明度 是 从 研究 通讯 网 
中 提出 来 的 。 在 本 章 ， 我 们 将 研究 图 的 另外 凡 个 有 用 参数 -顶点 独立 数 , 借 点 和 边 秆 盖 数 ， 
色 指 数 和 和 色 数 ,我 们 开始 先 对 预 点 独立 数 、 顶 点 和 边 覆 辣 数 进行 讨论 ， 青 把 这 些 数 各 前 一 
章 定义 的 匹配 数 联系 超 米 ， 并 且 推 时 Hall 定 至 的 等 效 表 过 式 。 然 后 ， 我 们 再 研究 色 指 数 和 
抒 数 ， 这 些 都 是 和 一 个 图 的 项 失 和 边 着 色 性 质 相 腾 系 的 。 

本 章 所 讨论 的 参数 都 是 从 研究 一 些 实际 同 题 中 提出 来 的 。 倒 如 ， 时 间 表 的 安排 各 通 污 
By fnr ERS. 


9.1 ARAMAMA 


ZERG=(V, E). SEVE- ATE, WREE S 中 任意 两 个 顶点 在 G 中 都 是 不 邻接 
的 ， 那 么 8 就 是 G 的 一 个 独立 集 。 独 立 集 也 称 为 稳定 集 ， 

WCE RATE AA 1817 ISI 的 独立 集 S'， 那 么 G 的 独立 集 S 称 为 最 大 的 。 台 的 最 上 
独立 集 $S 中 的 顶点 数 称 为 G 的 独立 数 ( 稳定 数 )， 并 记 为 4,(G)。 

Hoi, RSW, dh (o, f). la, epo, à, DERRER 在 这 些 集 

, b, dim, fd KM MAGIA (0, c) 
RR HAR RIS. (b. d, 分 是 最 大 的 。 

“KK 是 VV 的- PTH, MRGHBRUEDH— 
DRAEK 中 ， 则 称 GH HUBER. i 
"Rie HAS A UA ET ARER EMMAN, 
HAGH~-~PRARRREVM—-t*+TER, WH 
m SG PEA. 

如 果 在 G 中 不 存在 具有 LE" | 之 |K| 的 一 个 顶 
AWEK , RAGHU BK BARN. EG 
ESRD HAE AE) OTA RW GBT, 
HH WB (GD. 

fli, Teo. Ide, 集合 {a, c, e, f). (a, c, d, e), (b, d, e, f) 
Aid, c, e NURDUANOGE. RAMA, (a, c, e, fla, c, d, ey 
AWO: (b, d, e, f)EBUN HARE: (a, c, e)EBANI. 

JU E NEAN 那么 ，ao(G) 和 8,(G) 就 可 分 HI i Duo 

， 曾 记得 ，a1 (GEG RUE Pa A. 
es ——— MNR. 
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定理 9.1 HRRC=(V. E). VA ^ TRSEGIS— TIER. SH AV 
i Sagas CHS-V—S)XGW—TIARS. c 

证 明 » x 

根据 8S 的 定义 ，S 是 G 的 一 个 独立 集 ， 当 且 仅 当 ，G 中 不 存在 两 个 端点 都 在 S 中 的 
过， 换言之 ，& 是 独立 集 ， 当 和 且 仅 当 G 中 每 条 边 至 少 有 一 个 端点 存 S 中 ， HS 是 中 有 
的 补 。 根 据 项 点 覆盖 的 定义 ， 则 本 定理 得 证 。 Es 

推论 9.1.1 对 于 % 个 顶点 的 简单 图 ，a, 十 B68,= n. 

证 明 

ZIREIG— (V, BE) 的 一 个 最 大 独立 集 S* 和 一 个 最 小 顶点 要 疾 K*， 那 人 

|S*| = ay 
和 
. iK*|=6 
根据 定理 9,1，S*= V 一 S* 是 一 个 顶点 BS, x*- Oy 一 下 * 是 一 个 独立 集 ， 所 以 ， 
|\S*|= |V -8* = n-a b, 
和 
[K| = ;V-K*| = n -8,<a, 
联 立 上 面 二 个 不 等 式 ， 串 得 
e, B. L] 

HESS E—-RALRM*AE—-BRDAAMEK*, DROITE 3E IM] 个 顶点 来 覆 
BM" id, MARMARAK DRESS IM 个 顶点 。 因 此 ， 

[Mj < |K* (9.1) 

通常 (9.1 ) 式 中 的 等 号 是 不 满足 的 。 然 而 只 要 G 是 一 个 二 分 图 ， 在 下 面 的 定理 中 将 
证 明 |[M*| 一 |K*|, 

定理 9,2 ”对 于 一 个 二 分 网 ， 最 大 匹配 中 的 边 数 等 于 最 小 顶点 和 覆盖 中 的 顶点 效 ， 即 

a, =. 

证 明 

EMHZ- (X, Y, E) 的 最 大 匹配 ， 羽 * 为 它 的 最 小 顶点 HER. 

X OEXHHE—TÓRA. GPRM 不 是 与 和 中 的 顶点 关联 ， 就 是 与 X 一 4 和 中 的 项 点 
关联 。 进 而 ,如 果 尾 一 条 边 与 及 中 的 顶点 关联 , 它 也 一 定 与 F(A ) 中 的 顶点 关联 ， 那 么 TLA) 
就 是 与 丸 中 顶点 相 邻 接 的 顶点 集合 ， 因 此 ， 和 集合 (XX 一 44) UT(CA) 是 GG 的 一 个 顶点 覆盖 ， 
n" KX- A) + IPCA) > - |K*, 

但 是 根据 Hall 定 理 ( 52 368.13) de. 

| = minf x — Al + |reo| b> | K 

Ex (9.1) KM (9.2) 式 可 得 . 

|M*; = |K*| LI 
上 述 定理 是 由 文献 [9.1] 给 出 的 。 


i60 


K* 


(9.2) 


在 定理 8.20 中 ， 我 们 用 交 变 链 的 概念 ， 确 立 了 最 大 匹配 的 特征 。 因 为 独立 集 是 匹配 的 
顶点 模拟 ， 所 以 可 万 在 最 大 独立 集中 也 存在 类 似 的 特征 。 这 确实 如 此 ， 并 旧 在 下 面 将 推导 
这 个 特征 ， 我 们 按 文献 f9.2] 给 出 的 方法 来 论述 。 

尘 我 们 先 定义 一 个 交 变 序 询 ， 即 交 变 链 的 顶点 模拟 。 

T—{¥,, HW, Xy Ur, on) 

EKPRAWARHRPX-Y=V—-Y MY, ERTER ADAE. 

l.€X, VEY, l 

2.9, BP GRA, Xs, ons t-PA BE, 

8o AGRA, x s MOET AAR, 

4.0. EPERAY, Hus ons BI POD, 

BAM REAR IE, TERRE RAAE, COREHINES OLA, 

蚀 如 ， 在 图 9-1 所 未 阁 中 ， 序 列 {f，a，b，c} 就 是 与 独立 集 { a，c} 有 关 的 极 大 的 交 
变 序列 ， 

性感 一 个 树 卫 。 回 忆 得 知 ( 习题 2.2 ) TRACOM, Hl, BST Va ODER 
PERXMY, HA 


LVHXUY; 
2.X[1Y - 25 
5.X fn y TEETH UEM BE. 


RINWA CX, Y ) MST RR UH, FFA X MY HRA 9n] 表示 为 ~ 
顶点 和 YY -项 点 。 

作为 利用 交 变 序列 来 推导 最 大 独立 集 特 性 的 第 一 步 ， 我 们 须 论 证 ， 如 果 在 -一 个 树 中 ， 
IXI 六 17 ， 那 么 就 存在 一 个 和 了 有 关 的 交 变 序列 ， 并 信 有 Y 的 全 部 项 点。 为 E 到 这 一 
Ta Xem xd RS. 

引 理 9.1 X CX, YORWMTUWASAMSILXA. MRIXi=lVi +P, Peo, 
MPAXEPOSP+IPTHBER, 

证 明 

WAR HS TA A. (dA, Wns 2. 2. 4, ARY. RHM 
点 数 小 于 nn (n2 5 ) 的 所 有 树 ， 结 论 是 正确 的 。 

SRA NPR RHR, FRIXIS=1VI+P. RO RTH THEA, HOB 

T'—-T-(v) 

注意 : TERA N~ 1 个 顶点 的 树 。 

BüvoBrX-WA. MRP=0, RAvEMERHATPX-TA. 55. BH 
WHR, SDAP HARWAAX-A. RPPRRET HERE MA. KER 
了 以外， 其 它 顶 点 都 是 的 及 -顶点 、 

吉 名 是 了 -顶点 ， 也 可 宜 接 证 明 . "m 

5323.2 B(X, Y ) 是 树 人 顶点 集 的 二 划分 ， 


16] 


1 WHE LX. = Y MIX = Vl +1, BARRA P REREEN GE. qus Xa H 
oh, BHAT METAR Rk, 

2 WRX SCV +1, WAR EE - TEED GU ERES Ae BIH eto. 
ERY HRT RAK, 

TER 

1. AFR AA 2 he, FRE. RIT ORT MARE HM AIDE. RA, 
考虑 2K 11 个 顶点 的 树 和 |X| = [Y | +1. HERTS. ATP RE IK XL. 
CX, RT'.T-(X.,,]. MB BAMA, ET 中 有 一 个 交 变 序列 {x Misure E 
用 到 了 T' 中 的 十 有 顶点 。 所 以 序列 {Xi 如,…9x,Xe41} 是 所 北 求 的 序列 ( 注意 ， 这 个 序 
ANAK WAR), 

ARRP AMARE H, BRIE. BEANA Xi = 
IY; 。 然 后 ， 根 据 前 一 个 引 理 ， 在 个 中 存在 一 个 悬挂 顶点 #11 EY. T Tiy 
BAAS E. ARE P(e, WX Xe), PRATT 的 所 有 顶点 ， 
RULER, Ni. co Xa) Beas ÆT ERARA. 

2 WRX >iY 了 | 十 1， 从 T 中 移 去 足够 多 的 悬挂 及 -顶点 ， 直 到 我 们 得 BRT’, m 
HT SX YK LAR. 根据 前 一 引 理 ， 这 总 是 可 能 的 . 

规 在 利用 这 个 引 理 的 第 一 部 分 ， 则 存在 -个 长 度 为 奇数 的 最 大 灾变 序列 ， 它 用 到 了 
们 的 所 有 顶点， 也 就 和 T 的 所 有 Y- 顶 点 。 

Plum, feme.2Bpo mp BD, X, Yi, Xi. Ye, Ls, Ys, Xo Yar Ve, Yor Xe, 
Ye XBEVAGEUEERAJ, CHATTRMRAY-A. 


x 


Ye H3 
图 3.2 x . 
定理 3.5 图 G 中 的 — PRY ARAM, MARYEGHRAE YARRA. HE 
EA ARK ESL 
证 明 


必要 性 ”考虑 图 G -= (V， 匡 )， 设 了 是 G 中 的 最 大 独立 集 ， 并 且 X=V--Y，。 
假设 这 里 存在 一 个 与 Y 有 联系 、 旦 长 度 为 奇数 的 极 大 交 变 序列 os， 并 设 
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o~, Uo, 
o,=0f)Y 


oi 二 NK 
注意 因为 0 为 奇 长 度 ,所 以 | o. (1o, 1, 并 央 0 的 最 后 一 个 顶点 是 XX- 项 点 。 然 而 ， 失 为 
0 是 极 大 的 ， 所 以 顶点 y1EY 一 0 不 能 如 入 go 中 ， 从 而 不 玻 坏 交 变 序列 定义 的 条 件 ( 2 ) 。 
BW, RARE AY EY- o AEWA, CoM. BARY- kA BE 
独立 集 ， 所 以 (Y-ay )》 Un ESAE., 
这 样 ， 
| (¥-0e,) ye, >I (¥-e,) He, I21Y] 
5Y X — A KCKIS E RHE. 
HAE UXA-PRARER, MY Aik, BYKI Ri NE cH 
这 里 存在 二 个 与 Y 有 联系 、 长 度 为 奇数 的 交 变 序列 。 设 
Y,=Y— (XNY) 
X,=X—(X1Y) 


FAG AGHAST, EMRRRACX UY). MEG EE, WARG, 
Ga c, CG METH, HA (XUY,) PAGUT. E: 

ÜX,-X, 
和 

d Y,eY, 


BA XISIYIL FE X DY |. BKH i |X | 六 | 了 ,1 不 类 一 般 性 ， 令 
i=l, : 
RT ACH— MER. REEL, CXL, YATRA T SA. PEL XLI 
LY, REG — TS, MAAG, PH-T IEEE i CI RACES 9o (XEEPY,), 
而 日 .用 天 了 六 ,的 所 有 项 点， 很 明显 ， 对 于 GG 来 说 ，o 侯 是 一 个 与 Y 相 关联 、 长 度 为 奇数 交 
变 序列 。 我 们 现在 说 明 这 个 0 在 G 中 是 极 大 的 序列 。 

注意 : CMX-DAMY-W AAW RFX MY,. 

SP PALO PMY -W Ay, Sh RE. 

Hl weYNX, 

RAR PE, BR SATO. aE rE K-N. 

T? wCY,, 

ERMA, AXOMS TGC WRAY-TK, MATEG B. Bye 与 分 ,中 
E-WAHSR. Bi By ASH E—-X-HAMWE, 

这 样 ， 在 上 述 两 种 铺 况 申 ， 妨 都 不 能 町 来 扩充 c，。 因 此 ， 对 于 G 来 说 ，= 是 相应 FY, 
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长 度 为 柯 这 的 级 大 交管 序列 ， c 
济 召 ， 考 虑 图 9,1 中 图 的 独立 代 了 一 {4,c}， 它 不 是 最 大 的 ， 但 可 验证 (d.c, b,a, f} h 
于 了 了 有关， 长 度 为 奇数 的 极 大 父 BIPM, 


9.2 3 7 E 


EAG- (V, E), PREBI--4 T2, JRGASTUUVME LRP — ibn 
A, WHPHGKMB St. MERITAS- RIXDEDETUEHSGNGR, MAURER KT 
Gif BUR BARTS, 

AEG ebpuP. HIP? KIPI MAGHWRRPRWRNY. Gy 
ALERT, RUCKER DHS, (G). 

lin, AO DPORÍUEDR, RAe, es, 6 ERU a. 

HOM, WARSAW MABRY A 和 B, ， 类 似 地 独立 数 和 匹配 数 分 别 
ine, eat。 

FRR AAMT SRERO MRR EELS ER, 

假设 边 复 盖 P 是 最 小 的 ， 那 么 很 容易 证 实 ，P 既 没有 长 度 大 于 2 的 回路 ， 也 没有 这 翌 
的 路 径 。 这 意味 着 ， 卫 的 每 个 连通 片 都 是 -个 衬 。 而 其 中 所 有 边 都 关联 在 一 个 公共 顶 点 上 。 

下 面 一 个 定理 荐 推论 $8.1,1 对 边 的 模拟 ， 我 们 将 把 和 5; 联系 起 来 。 这 个 结论 E 出 文 
BROS. 3 53 A, 

定理 9.4 ”对 于 其 有 ?个 顶点 而 没有 孤立 顶点 的 简单 图 人 

a, +É, =R 

证 明 

My RGA KERR, POSGIERUNDUNGR. SNOER EM v p ORIUR HS 
AR, WRN) |=n—20, SEP NOMA) PAPE PR, 选择 这 样 MU. dee Xa 
feo, APRM BE RR. PWR, (n-ta ) 条 边 的 集合 。 那 么 很 显 
Kk SGP-M*UP,R—A4i x, FELL 

| P| o, 4-n—22, —n—2a, 


两 此 
所 以 


A, >| P* |x| P]-n—2, 


a, B xm (9.3) 
现 设 P* 具 有 ?+ 个 连通 片 ， 这 样 
8,=|P*|=n—-r 
M Pügr4 dam WERE PAR- Ab, WME ELARA. 很 明 
m, Mjz—-S 0G ae, BPA 
a, =| M* |>| M |=r=n—-8, 


a, +8 >n | (9.4) 
By. (9.3) 358 (9.4 ) 式 ， 可 得 到 
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—1 


a 8, n NR. 
AVA TUNA AG, ARR AS AR BUS EE SEPT. DN 为 楼 S" 的 
Piu | S* [mia BMA RSP a, S" lR. K, 
iS*:«|P* (8.8) 
we, (9.5) RATKESI AE. Bit, AGEZ, J ff S l= 
1P* |， 这 将 在 下 个 定理 中 给 予 证 明 ， 下 面 定 理 洲 定理 9.2 古 类似 的 。 
定理 9.5 在 一 个 没有 孤立 项 点 的 二 分 图 各 中， 最 六 独立 集 的 顶点 数 等 于 景 小 边 Be 
miu), B 
证 明 
设 马 有 ?个 顶点 、 那 么 由 推论 9.1.1， 有 au 一 如 一 月 ,， 青 根据 定理 9.4， 有 有 Na 
HERES? a.— B,. MUR A 
a,=f, u 
SERS 2 ut 889. SAR E Hallzg BAS Appius ( 6, 2jgi9. 599.86) . 


9.5 边 着 色 和 色 指 数 
mid aa gy Ple OM gains ign iim zu 


PAP 


a, 7 i 


TNAM 


Darel 


AR- : 般 性 ， te hanes Ax. 
-PEG BS (à, 38 Ce 8, OARRA Sek GIA Ic S. W R x (G)= 


~ 


Kk ， 那 么 图 G 就 是 忆 - 边 色 数 的 。 我 们 可 以 验证 ， 图 9.3(4) 所 示 图 的 色 指 数 为 4 


Ewa a ONSEN Ae 
(DEAS Beca s C)3- 9n rs 
我 们 可 以 证 明 ;， -ARGV Ehk- IE BER St CEL, E, s, EL), 
HPERACRERE RMT BIS UFR. BMI, HERY TR, CAE 
FGRk-Wah. MA, RHA AGH IRM MTRKRERUR Ë. 
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WR mae (E, EQ e, ERS, BANTER BATA. Brel 
WL" (Gode Gig i fiuc] 2 2s eR NR. x'CGOM he REE Tk 明 -“ 26 有 用 的 洁 
WAG mum. 

KAER at, SERRE DUI Sd AY B,D NEIN 

l x'(G)mA (9.6) 
这 时 人 总 G 中 顶点 的 最 大 庶 ， 
XH X(G)X A, KEDAH, x'—5. 
ÈI ”对 于 一 个 二 分 图 ， 


X'—AÀ 
证 明 
根据 排 论 8.22.1， 二 分 图 的 边 集 能 被 站 分 为 A 个 匹 梭 ， 因 此 
XG <A 
联 立 此 式 和 ( 9.6 ) 式 ， 定 理 香 证 。 | 


在 一 般 情况 下 ， 划 然 A 种 颜色 给 昌 的 边 完 全 地 著 色 是 不 充分 的 ， 但 基文 献 [9,4- 园 夫 
出 ， 对 任 一 简单 图 ，A 太 十 1 种 颜色 是 充分 的 。 为 了 证 明 Vizing 定 球 ， 我 们 须要 证 实 一 些 其 

结论 。 

在 一 种 车 色 下 ， 如 果 关 联 在 2 上 的 边 至 少 有 一 条 被 赋 于 颜色 i, PARME BG 
i 代 骨 顶点 tv。cCV) 用 来 表示 顶点 2 的 不 同 颜色 数 。 人 重 如 ， 在 图 9.3(b) 的 着色 中 ， 

e(f)=2 

RIMES EE TETEZ-XI ACC NE, WES vs Hele) =2, 

5139.3 设 G 不 是 一 个 奇数 长 度 回 路 的 连通 图 。 那 么 G 就 有 一 个 2- 边 A 色 ， 其 中 两 
种 颜色 都 出 现在 每 个 度数 至 少 为 2 的 顶点 上 。 

证 明 

dI): GRA. 

RGR THA, MARERE, CVARARES. CRPART, RAS 
验 赴 ， 马 具有 所 要 求 的 2- 边 车 色 性 质 。 

如 果 G@G 不 是 一 个 图 路， 那么 必须 有 一 个 度数 至 少 为 4 的 顶点 pu。 T 

Vo, €,, Vy, €, Vz, Cy, ot, Cus Ue 
Hg. IFAS 

E,={¢, |i AETR, Erie [为 偶数 } (9.7) 
EACE, E) 是 一 个 2- 边 着 色 ， 它 的 每 个 顶点 都 有 两 种 颜色 出 现 ， 这 是 因为 在 所 考虑 
的 网 拉 轨 迹 中 ， 每 个 顶点 (包括 9,) BAHARA. 

情形 2 GG 不 是 欧 拉 图 。 

看 这 种 情况 下 ，G 必 须 具 有 倪 数 个 奇 度数 的 顶点 ， 现 在 我 们 来 网 造 一 个 欧 拉 图 G'， 吉 
一 个 新 项 点。 并 拒 它 与 图 GG 中 每 个 奇数 度 的 项 点 相连 接 。 vici Et， Vi, cn, ES, Dale 
Gp NAR, SURE, ME a x n (9.7 ) 3X, BA , E,) 就 是 一 个 G 的 
2-- 边 着 人 色 ， 其 中 两 种 颜色 都 出 现在 图 G 的 每 个 顶点 上 。 可 eens (E, NE, ENE) 
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-AGRARE HOP MMBC MM MET BUB 2 的 顶点 上， (3 
X PHG-(V, E)k-yrE&, MRR eS, UE 
Bew meten 
Kev) Ae! (0)4) 8I Sc d ME rh d LATUR ECRIRE, HARIG=CV, E) 
kok- Gn n on 
(RAR, EE Hänet, ETA. eadw) ifii, MF E d v 
e(vy=d(v), «Boca di dise BG. 
"Vaifrig ET 8 E UR FERE BC. 
8[g9.4 ite =CE,. By, DEG (V, Eaka Et. Bri mc 
HUT TAY, TREAT Mmj. ER AU, fijtYüfw EX. eC’ 
JEGéGH SEE, JE, FORE TH, WAAR BOR OG" HOUR RECTE IURI 
证 明 
如 二 不 是 奇数 长 度 司 上 路， 那么 按 引 理 9.3， 则 存在 一 个 其 的 3- 边 着 色 ， 它 的 两 种 Ed 
IHR LRL AS ED He ctp? 2 BO AEST 
WE AAT REX 2h CRGA HODIE. ERE G TUB he BS T E 
JP BEETOUE, MARKEA ABO K OH GE , dedo ei sm mH b dE 
moui., Bro 
c'(Qu)-cQO0d I 
xt Dic Qu) RES BR RCBU AUTRE ET. Rid, ETE T BUD eU, 
eae) | 
ah LA 
Geo Zw 


HOSAR RBS RUPEE. BU, TAY Ra RO, 


s 
CU] 


> c' {9) > Dev) 
cp ezy 


YE 4, — Wk- Up Gn Ek A e 一 各 改进 。 

RT WENA 9.4), RATER CARLO SANK. RIRE 由 文献 [9.6] 
Aa ie R, 

1389.7 ( VIZING) WRG=(V, EMEA NIE PAREL =A, Sx 
(G) -A+1, 

证 明 

AAG) 2A, RRM ARM (G)<A41, 

Re={E,, E, e, Ey, EGR- HRE D-H. Rog (GYD>AL!, m 
学 不 是 完全 的 (4 二 1- 过 着 色 。 那 么 在 G 中 就 在 在 一 个 顶点 &， 使 Me(w<d(u), 这 E 
d XRUDGOEBRAIgUh. GOCDORd DEM B, WI DDÉEM EH. aCe, vi) 
HAM, (09.400) ) . 


WTOP LEAR ERA, ERB. feof, Tepe AT 1 Ap al 各 AB EE 
vul. 

RAG LAH, be MATE ET Gub. WR fe (alae ORC 
Mu, 0.) PREG, PAS PGW AA, AA AE uk emp 
it, SU (Cu, vll 具有 颤 色 i:。 再 平复 一 次 ， 不 是 所 有 前 阁 色 部 出 现 让 Vv。 上 ， 

xm BAMA, BAR bh Eut, TU, TR FOR (AZ, 对 过 Cu, 
v RAHE, ARG aw (Qu, v) BBA, MERITEK apt, Sa Cu, 
vu, HABIT, 

TARIR., RAEE T DUA MYL, Vi, - MPRA EL, fe, ee, 
使 得 

1. Cu, v; ) RABG j 

2.1 KEREY 上， 


B4 
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Xue E. RECHT BL, MRR, BM 
[MEL ( FAG. 4(2) ) 

Arg RMP, RITE EMR ECKE Gnd Ree Eg ah, 38 
HARAR. dERECA HD XA EGG P" 

G' =i (Ei, Ei, Ut, Ej,,) f IHE (3. Mt Cu, v; ) 进行 痊 鱼 应 得 到 的 ， 1% <f< 
-1 GEA PRM P" PA MESH it eS C 图 3.4(8) ), 

GE, EL, +, E ENDAG BAR (v, vO FEBE 1<f<l—1, 
并 便 (Cu, v) ARB. Grp fT TORIA" TAA MES vim gag Bite ( 图 9.4 
( ¢)), 

HG AGH—TTH, HORACE, UELO, 3RBJRH SERI AHG B T. 
WE, G'IRGRUTRE, ise (EL UE), EWN SCRI B ulti 

EP heb, BRABISOSHSOEuE, 而 颜色 和 出 现 RATS LR. SLURS! 
ISAR, HAH a EI. 

Me (Ww, RE PAM, AEH, Bile Rie, ge G" rb EBR. ix 
PETG RHR bb AEH, oA BOK), NL EEH 中 的 度数 
WAP 2, RHA WARNES. BE, LE-TEH D-X8. S 

比 上 述 定 理 更 一 般 的 结论 ， 参 见习 题 9.8。 


9.4 顶点 着 色 和 色 数 


一 个 图 的 太 项 点 着色 就 是 对 图 的 各 顶点 峡 于 太 种 不 周 的 颜色 。 如 果 在 一 种 着 色 中 ， 析 
邻接 的 顶点 丕 具有 相 疝 的 颜色 ， 那 么 这 个 顶点 着 色 就 是 完全 的 。 在 图 9.5 中 给 出 了 一 各 光 
全 的 3- 顶 点 着 色 。 如 果 一 个 图 其 有 一 向 完全 K- 顶 点 着 色 ， 祁 么 这 个 加 就 是 可 K- 顶 点 着 
色 的 。 

RAE, RRUETAN EEKEREN AR. 

—T EG BEC 8 GREECE ENERGIE E. WEK k, NGL 
EB. Wis, AS. SRR IRI 8 

鞭 此 以 后 ， 我 们 把 “完全 的 K- 顶 点 着 色 ” 简 化 为 “K- 落 色 ”。 类 似 地 ， 将 8 BT Roe 
ARH BE WRB? ， 

注意 ， 一 个 图 G 一 (V， 卫 ) gs hae or ye 
VEER, Vi, n, VOBAEPV ,部 是 个 
V er MECESTIOES I 18 NEUE? 
gré. SEDE, EVRA Ike nf. TET ON 
一 种 Kk 着色。 3 2 

在 前 -一 节 【 定 理 9.7 ) 已 经 证 明 ， 对 简单 图 的 边 进 
行 完全 地 闭 公 最 多 需要 A+1 种 颜色 。 将 证 明 对 于 顶点 
3646 425 Je Mg eie i 

定理 9.8 WRAGR Ay, NA ea CAT.) 图 9,5 完 金 的 3- 顶 点 营 色 


2 1 
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-ümg. 

证 明 

车 纺 定 六 二 1 种 不 同 的 频 色 ， 我 们 披 刘 下 方法 能 得 到 一 名 G 的 (A 十 1)- 著 色 ， 

SHE - Te RE TA BEL. RRR -TRBBRA CK Bie), | 
MPO, PARAS EME MAME, AEN, Bad «A, Ri V SORA 
PRAOCMA Sy MAREN TA. TARTAR, BAGH MAREE Mb. RHA 
SUB (e BRL a (A+, M 

TER, WEASRAKE WAR, f—A--1. PERAR 是 ， 对 于 
HOC, <A, PICA. TI NAY, MARE. WHR LU 证 明 是 文 
WR 9.8]£ ig. PERRO Il ip HE SRE 9.9]. 

定理 8.9( BROOKS ) 设 G 是 -个 连通 的 简单 路 。 如 果 G 既 不 是 完全 图 也 TUR Eo 
为 奇数 的 则 路 的 话 ， 那 么 XG) <A， 

证 明 

很 显 热 ， 对 于 六 =0，1、2， 定 理 成 立 。 

AYR GRY A> 3 成 立 ， 采 用 反 证 法 ， 即 没 存在 “类 图 ， 它 不 是 完全 司 ， 并 且 
A5 3, X- AL, ARAR- TRER BUNCEE BIG A (V, E), 

HCV, GUSA Gub vi RISE. KRW, AGR RRS G' 是 可 六 -着 
TUR. RRB. dv =A, BM. AT HAC HAMMEZ— REA v 进行 着 色 ， 
iX 5X(0) - A LB. 9 91 ERARA UF, 

性 质 1 XEG'ESEEDIA- AE AH, So TAE HE TUS BOE BUT ES BECA. 

Hu, Us, cy URS ADAE EEG DURS. Wen, uu, cs UEC Bro SRT 
HI, 2, A, RGG, 1) ERC SS HL, VIS DURER T MMi). 
然后 ， 

性 质 2 ”顶点 由 和 2 在 G(i， 力 的 相同 的 连通 片 中 。 

属 则 ， 在 包含 的 片 中 互 换 颜色 i 和 ij， 我 们 能 得 到 一 种 新 的 G' 的 六- 着 E, Kp ui 
ATA BI, eS A 1 AE. 

RC, irum GG, fF 的 片 。 然 后 ， 

性 岳 3 CC 是 从 2 到 大 的 一 条 路 径 。 

BRC TAMER | ， 那 么 z5 至 少 和 二 个 颜色 为 了 的 RAAB. AEC, 
dC 2-1, Bode ik ei, JAER, DAFOE- NRR O, u 
flu Me, SM + PS 

mM, Cau mmo 1. 

C, PBCROUETURBENCS 2. SH, MLPA Du wae, uee 
RCAC SH) 大 于 2 的 项 点， 如 果 4 用 颜色 i 来 着 色 ， 那 么 Ti 
仿 接 。 册 为 dx) 所 A, 所 以 我 们 能 用 颜色 kwi、j 给 # 重 新 着 色 ， 以 致 于 在 新 的 苦 Boh. ou, 
Ae ZEA HH, (THERE 2 HO RG. 

With, C, E pu, Bee Ay -条 路 径 ， 
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EE CAC. Pee o BUR ARTUR. 

tus EC, AC. PATON. Node RES Cur Es FAR 少 与 两 个 颜色 为 
IRWAA +O Wk T SURE DE. Ay, deaa, Mw BAI j k, 
WE UB go. ERK Re Me, Ae, WATER 2 Te. 

现在 我 们 推导 一 个 与 性 质 4 BF BM 

因为 G 不 是 - -个 (和 A 二 1- 顶点 的 完全 图 ， 则 存在 两 个 椒 相 部 过 的 顶 上 太 ， 比 如 #f Fu. 
MARC BAT Iud REANO w.. BC. ap (A A293, MOS EE 
E), GERAIS, ERR EC’ H, u 得 到 颜色 3, ， 而 8 :得 到 颜色 1、 但 总 
在 新 的 片 Ci: 和 Ci: 中 包含 公共 顶点 ista， 这 与 性 质 4 BE. 

这 样 就 完全 地 证 明了 定 埋 8.9。 


9.5 色 多 项 式 


本 节 将 讨论 计算 图 的 森 辣 的 完全 困 着 色 数 县 问题 。 : 

WRT AAT AB ey, BR RRR aS H PBL OR PES E E fe, m 
fep RE AN, MEETS PRAMS RRS, WAMU PE CE 
Bi TDS 

APTI ESO, RRP CG. A Am TRG TREAT, ADAP Bay WE. 

fn, FERLA ae REA, RARER SP M AAT GER RA, 
ni SR A fh 8127 —5:NÁmb3iif. 
APR DAR. MAITLA cP 
A-BAT AB, RERS. OB AS AYR Be A 
A(h—-1)* 种 不 同 的 方法 给 子 着 色 ， REZ, biu 
3x H)BUPARNGIACSAOM-1Y. dk b, RIVERA. Rote gg 
FI OS ERO ACT), 

WS ARM PAF, BERENDIA, Vu oc, VANS, LE Hr E APPEAR, 
BABY KEIN ABS, TAY. ae REMIT OA LRL DT TA 点 w: 能 用 
AP A. — PAZ RA, MEP RK. IRE, 

P(K,, h)eA(A—1)-(X—nn-2-1) 

TRACTARE BE 4G 8 STAR AS. 

定 再 9,10 MAEM AG PROPS UN, HH iesu, v). SPAGee 
RREH iuo Bee A CEE RAO e ER, m G+ ea EDS G nm Bie 
WEAR, WS 


rr 
b t 


P(Q, H=PIG +e, HPGe, 2) 
uH 
fERpTOGBpeu Gg, Gr D Sumo w RF FG e- 902-3: yA Baie, oz 
ZIR. Ah, AAGA- ah, Gp punok ETAren RM QI B 
E, RTR. MA 


P(G, e P(G-e, %)+P(G-e, A) 


[5 


以 上 结论 可 表述 为 如 下 的 不 岗 形 式 。 
推论 9,10.1 Westu MAAK, BS 
PCG, 4)=P(G—e, A)—P(G-e, A) 
RAG-cEM GHE LemBS WIS. MG eso. 10r erzg MRR. [2 


我 们 如 时 在 一 个 图 G 上 上 反复 地 应 用 定理 9.10 给 出 的 公式 ， 那 么 这 个 过 程 将 RPE 
Fl, WOnH.,, Ha, o0, Hi. RHA: 
P(G, 4)=PCH,, A)+P(H,, A)-k----P(H,, A) 
舅 一 方面 ， 如 业 我 们 用 推 沦 9,10.1 给 出 的 公式 ， 那 么 这 个 过 程 将 终止 到 空 罗 ( MRA 
边 的 图 ) ， 并 使 得 色 多 项 式 由 空 图 的 色 窗 项 式 的 线性 组 合 而 成 。 
SERE AS Leap. 


be J 
A JN 
b z,d 5 a [ 
Pd p ae ley 
r Li e b= d 
AUA-Ha-AA-3) afA+ 112) AGA = Ab th + 2) Am- 
x P A 
6 
a h e ) 
rh 
\ 
i om 
" be 
( 2 b $ ) íos ) 


E 9.7 AGH em A ate 
(0) Fi) FA 9.10, PCG, AH AX - (A 233 - 52 + ZACK DN + Db 
CO) FFA 382.10. 1, PNG, X3 A* 2At HA, : 
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定理 9. 11 Moe "ERG, JE E XWGUP(G, DEAG, We F og ye, 
HAUS, Ww, CARS, SPARS. 

证 明 

这 个 证 刚 古 用 多 GARDIEN. (13438, m=, RUMQUE, UO Hox 
Ins az. 

BMPS Pema aA, BE. BS Rene, et AWA. B eA E 
RI. WAG- ARAM- WPT AHA, Wek Roo D 顶点 图 ， 其 
Hym- Wks 

Tipi, POTTY A ABA eR Ay, Gu. e, 0, URDU, Gy, o, Ongs 


P(G—e, 3) À*—a, WO 6, MI! — (1)? GA 


P(G.e, ASAD A! gb, AM —e B (—1)" aA 
根据 推论 9.10.1， 
P(G, A)=P(G—-e, \)- P(G-e, A) 
HATH (A, TIAI 4 BD (a, eb, rnt 
因此 ，G 也 满足 此 定理 。 
9.6 m & i} m 


Se MEY, 29 SR ASA aR, AAS Ra RETS, DUST AS 
RAAAM BE. RRE-TH YR KATE SHANA, CESK RAMs 
全 着 色 芷 同一 问题 。 人们 很 容易 举例 来 说 明 ， 通 常 的 二 色 不 是 以 给 -- 个 平面 图 进行 完全 地 
着 包 ， 将 下 而 被 称 为 五 色 定 理 中 ， 我 们 将 证 明 玉 种 颜色 是 充分 的 。 

定理 9.12 每 一 个 半 面 隔 是 可 5- 着 色 的 。 

证 明 

EGR BP DP TIAR. GEA. IMAI Eb 的 半 面 图 ， 
AMAR. 

AR RICT. 3.5, AGRE uv. AES, WRG'IEQEV(v EG 的 诱导 
THE. 

用 五 种 颜色 cc v, 4, 2, «8G 若 色 ( 按 归 纳 假设 这 是 可 能 的 ) 。 利 虽然 ， 在 
GESE EE, Rido, 05, Tr GER XX USA T — CDU, HU PARU IER 
ARTS. Va, e, VÆRT A A. 

PONE Ba, 15, PETG, vl. ce, VEMHES, W98 BER, 

HG (a, « )AGH-T+TR, LW ARR Fi tio, ata, 

EG (a, a.) 4, APO MEDAN, AW, Bee, Ao ARPA PTR, JF 
Hv,H Ho. 着色。 


Bl. (Gam, a) 中 ， 包 含 2 的 片面 也 必然 包含 0,( 见 图 9.8 ) ， 

WAG Cos, a.) m, VACHER D. MRED EY, MG (Cos, as) 的 片 中 
HAGE, Alas, MAv A Ao. ee. 因此， 是 可 5- 着 色 的 ， 口 

上 上 述 结 论 是 由 文献 [9.10] 给 出 的 。 

AARRE TRIES, BR ABET ES BOM. AT: BOP 
AE AAS ELE. LAE AR PLA SRY DU QE. RP LOO ORS AR SEIR. Rm 


are es 


MRA. Ag. SRL. LIRA ATA, RRP ee. 


定理 9.13 (DEER) — Si— ^ T i8 en 4 say. [1 
EMER BE, AAWRCK RAR, ERR. 12 RI 9 13] DUR9 14 HP EE T Dg e 
细节 的 广泛 综述 。 还 可 参阅 文献 .9.15]。 


文献 [9.2]、[9.6]，[9.16- 为 一 般 性 的 参考 文献 ， 但 都 涉及 到 了 本 章 的 品目 . 

在 图 论 市，-… 个 由 文献 [9.17- 给 出 的 经 典 结 论 ， 确 定 卫 有 Re 个 顶点 和 独立 Bhs 
Faft IK ( 习题 9.2 ) ， 参 见 文献 [9.18]。 这 个 结论 是 图 论 一 个 分 支 的 起 点 ， 称 为 极 
端 几 论 ， 文 献 [9.19- 是 专门 研究 故 端 图 的 问题 ， 极 端 结论 形成 了 设计 具有 特定 抗 扰 仁和 可 
TOT RARE, TIS RLSCRA[9.20], [9.21), [9.22] fü[9.23]. 

Xe cote (8 BUE Hi oy T, SAARI. CR AN BE) [O 24 CELE AIL 9.25]. 

SK 9. 26/8 Hj T — tr XT E om SHR, Xx UV TT S [9.27 ]*[9.28.. 
19.29], XWA[9.24; ( pp. 245—246 ) Hie TEE — p FU oY BE PSI 中 的 应 用 . 
v4 EOD UB RR UE TIER HIER. SBA 9.320], CRLFROEN IHE EL 
(JB, MEXR SEFE BUR. 

XobGup, RARARAD, MERED ARPA ASD PTA MAH, WD 
称 为 G MER, CST ROS KAPRANI, TSA xERS.22]. HH Ae rome ee 
沦 在 文献 [9.33j 中 有 论述 ， 
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19.1 


E 
10 


e 


8.16 


9.8 3 E 


TEREM —THMS+RARRRAA—TE RAMS, 
SSCA eKnk, An>k>o, a= ln/kifir ETER, A 

n=kqtr, d<r<k 
UG, Ul TH RH BS AAA RAE Apri YOUR, kK-rt+ eat OR 
PRAES Bb hand AA Ma (Gak, BART AE RA AGA FG, XR.. 
eH BD fi EE IR p: 
MEGRREARPHA. maximi HA (G=k, BA 


mon - FF) 
HUREGJALRON TOM, MAMMA, KARE: 


aG 
WHEN: Rn MGAMRASABN AEG, KMART N/l mL pU 
-ti 
得 据 定 理 9-.2， 试 推导 出 Hall em, BUIESHS.03, 
HAGE. RS thHall wwe, spss. 13, 
pan 
eas Pr mu 
n inn xx 
EH: üGAOOBIRMBRBS, WA 
x (Gjså+k` 
这 时 是 G 的 任意 两 个 于 点 向 最 大 平行 边 数 《 交 献 [9.41 》。 
RGR PHA. MRACG)—=3, RER: x'(CGo-2€4. 
GH: 对 于 奇数 顶点 的 非 空 正 则 简单 图 人 ， 有 
x'(G)-Ac1 
证 明 : ATER SMA RG, BAEK ERx(O)— 1g. 
DA: MRACHHEMASAKEARA-TALEA, BZ 
x(G)<5 
$08fE157.3.5, EASE RAE E R 
EY: MR-SORMGA A IFA (d,, d, e OHA Sd, >da BA 
*(G) max min {d;+1, i) 


{ 网 文献 [89.34] ) 

证 明 : HT RA RAWAM RAG, 

(a) x(G)a (G) tt 

(b) (Gas (Gy) «net; 

Ce) x(G) -x(G pant, 

BGIE—4iWAmEmBRZSnTOUNR. BREE RIERA. REP: 
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9.21 


8.23 


9.24 
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n 
X(G) ux 


EGH-+7 RH, JER-EMUHEAMUB EZ AUER. 

MIE: GET AEM, VAY GK. 

证 明 : 和 如果 一 个 网 具 有 7 POA, WTAE, SEP. X RECO 241) 
Ca) RHR, PRE ERG, MARS CM ARR KH, 

Cb) REM. —TbY REGIE RU SER Re. BICI GZEECIS Bl, 

Ki PSY. Bra ELS 9:8 XE, 


Ba5 


(a) RTH. Air P ASEHQRAE-—TE, BON 
P(G, X)eA(X—]1)"77! 
COOKIES: MKRAAnPRANHEGREMH, BA 
PCG, SAN 178-4 
iH: MRCHEEA nA, WA 
POG, A=CA—1)" + (-1 (4-10) 
HCH: MRGHRAAN+ISWAMEBA, BA 
POG, AD ACA~2)9 C717 —8) 
WW; 如 果 PHAAGCHAUTHA, MRMRETEBH, MA 
Ca) €P(G, ah, a'ii X US m 
(5D) GLLAEE RMA PCG, xm, 89h E SCRI, 
—^REIG-(V ,五 ) 的 国 是 个 集合 SSEY FASE GE E ST ELE So IE, WPs (P,,P., 
es Pe) ÆVIR NAH. ou 
6(G)=min {; P|} 
p 


FUE CG BV Xj Ab A RS np ER 
试 证 明 ; 对 于 一 个 简单 图 G，%o(tG) 所 8(G)。 进 克 ， 邵 果 3S 是 一 个 独立 集 . PAVING 3575 
H, DISi-L PL MATH: SERA, PREVUG WH MEK, 
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HRC-REMREARBS. KHAA, SHETKRRTRMAREME, RAR 
EAT YEN, RG AOR SAL RREA. pim, 

1. 独 立 集 的 任何 子 集 都 是 独立 的 。 : 

2 .如 果 T, 和 TI,,, 是 任意 两 个 独立 集 ， «ELA =T RALAT, RATER 
HORT FURTL, FERRAT R. 

C 有 站 代数 系统 具有 上 述 性质 ， 例 如 ， 不合 回路 的 图 的 边 子 集 的 集合 就 具有 上 述 性 质 . 
正当 在 研究 这 类 系统 的 些 质 时 ，Whitney 硅 文献 [10,1] 中 引 大 了 执 降 的 概念 ， 

本 章 将 对 拆 阵 理论 作 初 步 介绍 ， 讨 论 狼 阵 的 一 些 基 本 性 质 。 我 们 特别 感 兴趣 的 是 图 和 的 
回路 利 制 集 之 问 的 “对 偶 性 " 结论 ， 这 不 十 偶 然 的 ， 我 们 还 会 看 到 ， 实 际 上 不 含 问 路 的 子 
图 梁 合 和 不 仿制 集 的 子 图 兴 合 都 共有 氢 称 结构 ， 而 对 假 性 正 是 这 个 事实 的 结论 ， 还 要 策 究 
可 用 于 网 络 分 析 的 “着 色 ” 定 看 和 弧 染 色 引 更. 最 后 讨论 “Grccdy” 算 法 , CR ARM 
连通 网 中 最 小 费用 生成 树 的 区 ruskai 算 法 的 推广 ， 


10.1 基本 定义 


描述 拟 降 有 洁 干 个 等 价 公理 系统 ， 我 们 开始 寺 论 所 谓 独 立 作 公理 。 秆 10.3 节 中 ， 将 指 

出 一 些 等 价 公理 系统 ， 

MEARS AS 的 子 集聚 合 .和 ， 从 市 满足 下 列 称 为 “独立 性 公理 ”的 公理 

I-) @C.¢, 

L2.84Xeg RYCX, MAY es, 

13M RX AMY RJ yy. AIX) =|¥i+1, mWee2cX-Y, $B UKE ¢, 

S BE AH EM TE, .多 的 元 叫做 拟 阵 性 的 独立 集 ， Mf eK oh We I fI 
基 。 玛 的 大 的 聚合 用 吻 ( 和 这) 表示 ， 或 简 记 为 罗 。 

S 的 不 属于 ,和 的 子 集 被 称 为 是 相关 的 。 S 的 最 小 相关 于 集 革 做 了 的 加 路 。 如 果 {x JE 
A, MSMR aane, MM MRA De Mg, MAWAS. 

MAR BM? BSBA FRAME — TERM ROA), Og US 
P(A)=max{ |X| :Xc A,Xc.z) 

CA) 叫做 A WB, UTEM My AIR SHR, AAM), 

repped 

是 矢量 空间 的 有 限 子 集 。 如 前 所 见 ，S 中 所 有 线性 狂 立 矢量 的 子 集 族 清 足 钼 立 性 

Hae TR, SHS TARR TS EONAR ARA, dx MM, 5m 
ROC BRE T OCA fe RES T D AA 

RGRRAWME WENA, RITAR L ELA HR, 
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先 考虑 EE 的 所 有 不 含 加 路 的 子 集聚 合 .ZY。 MER, SMALIMI-2, RITA HEM, 
.9 满足 I-3 ( 练习 题 4.8 ) ， 于 是 ,是 互 上 的 拟 阵 码 的 独立 集聚 全 MI 的 每 一 个 基 都 是 妃 的 
一 个 生成 林 。 在 这 个 氢 阵 中 , ERE RX RG TCH AXES UNTER RR. dem. 
M 的 每 个 局 路 也 是 如 的 一 个 同 路 。 由 于 这 个 原因 ， 聘 就 叫做 人 的 回路 拟 阵 . 

再 考 虞 不 包含 G 的 任何 嘎 集 的 E 的 所 有 子 集 族 .Z*。 可 以 证 明 .Z REAM- F I-3 0 
习题 4.9) ,所 以 它 是 E 上 的 拟 阵 M* 的 独立 集 族 ，M* 的 每 一 个 基 都 是 G 的 一 个 补 生成 厅 ， 在 
这 个 报 隆 中 ，E 的 任何 子 集 关 的 秩 等 于 G 的 由 六 所 导 山 的 子 几 的 零度 。 进 而 ， 台 "的 每 个 回 
路 是 GG 的 一 个 割 集 ， JUREMA G (6 8 PR I ER ELE. 

于 面 定义 的 两 个 扳 阵 M 和 WM* 有 个 有 趣 的 狂 质 ， 那 就 和 那 就 是 ， 一 个 拟 阵 的 基 是 另 一 个 拟 阵 
基 在 BE 中 前 补 集 。 这 个 结论 对 有 限 集合 S{ 并 非 必须 是 一 个 图 的 边 集 ) 上 的 尾 何 拟 阵 都 是 
成 立 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 集合 上 的 任何 拟 阵 M，， 都 存在 一 个 S 上 的 拟 阵 M*， 而 用 ”的 基 
是 寻 的 基 的 补 集 。 这 个 结论 在 10.4 节 讨论 。 

执 阵 的 另 一 个 例子 是 定义 在 网 的 顶点 集 上 的 匹配 执 阵 . 

定理 1 .1.， 令 G 是 具有 顶点 集 V 的 无 向 图 ，.Y 是 全 部 子 集 ISY 的 聚合 ， 使 得 I 中 元 素 
在 G 的 其 个 下 配 中 被 饮 和 。 那 么 .Z 就 是 Y 上 拟 阵 的 独立 集 的 聚合 。 

证 明 

.7 显然 满足 公理 I-1 和 I-?. 

为 了 证 明 . 儿 满足 公理 [~3， 考 察 .4 的 两 个 分 别 包含 P 和 pp 十 1 个 顶点 的 元 I; £I. 3 
今 XX, 和 四 ,4 分 别 是 饱和 1, 和 I ARREA, WAA uA: 

WAL BERNER LEX, p EBAR WAX, RE Uet, HLA 
足 公 理 I-3。 

情况 2 BEL. 一 1 中 没有 元 素 在 闵 , PRM, MAGE DR XX, =X,- 
Xa) UC 愉 ,一 久 ,) 上 的 子 图 G'。 由 定理 8.19 可 知 ，G' 的 每 一 个 片 或 者 是 

1. 边 交替 出 现在 和 ,和 和 ;中 的 回路 

或 者 是 

2. RAR AEX AX, PRR, HAR UE Tee 配 的 其 一 个 中 ORE 
和 的 。 

B, 7L > Hini MAG PRERANE a 一 1 到 不 属于 1, 一 1 的 
项 点 的 路 笃 P。 而 和 X, 力 P 是 局 和 v 和 Is 中 所 有 元 素 的 匹配 。 所 以 ,Uv 是 .4 的 元 ， 则 .满足 
公理 1-3。 
举例 ， 参 看 图 10.1C0) 所 示 图 G。 集 合 [二 {0; ,bs ,0 VMD, ,05,94,05 ,06 分 
MIEUX, = {ei ,6;} 和 六 ,二 {22,63,84} 中 是 物种 的 。 边 信 羡 , 铬 六 ,二 {e211,es,84} LB r 
赂 示 于 图 10.1(5), 这 是 一 条 从 顶点 vs CT, —I 8] io € 1, —1, KRAP. VEA X, pP 
(e€,0,,8, } 饱 和 3 RAI, Ut. 

如 果 在 保持 独立 性 的 S, AIS, 的 元 宗之 间 存 在 一 一 对 应 关系 ， MEA S AS, 上 的 两 个 
WAM, AM,. 就 是 同 构 的 。 

如 果 S 上 的 拟 阵 与 图 全 的 同 路 报 狂 同 构 ， WS EADEM 为 图 示 的 。 IM yim G 的 
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R . E 10.1 COLI pp e ESEACT:P dog & Dr, EROR TR. 
HARRAH, WM RAE AR. 
10.2 BATE HR 


本 节 将 建立 拟 阵 的 几 个 基本 性 质 。 所 有 这 些 性 质 ， 在 图 论 中 部 已 经 提 到 过 。 

首先 考虑 拟 阵 及 的 独立 集 和 基 ， 

定理 10.2 ( 增 广 定理 ) 令 久 和 了 是 拟 阵 下 的 任意 两 个 独立 子 集 。 和 如 果 IX < IY, Æ 
4HfZcY-X, NX4g|XUZ|—|Y|, EX JZIXEM mJ ger tg. 

证 明 

令 Z, 是 符合 下 列 条 件 的 集合 

1.Z,cY- X; : 
2.XUZ, 在 M 中 是 独立 的 ; 

以 及 ' 

3. MEM EZCY—X, XUZEM PRBS, WA XU Zl > IXUZI, 

很 定 IXUZI < | 了 | 。 那 么 存在 一 个 使 YI = XUZ] 十 1 的 集合 立 ,CY,。 因 为 了 。 
EMH EMR, BRUAHPAGHELIOG DAN. fé4—4o05XgcY.—OXUZVI, UMS XUZ.UM 
EM} ROM EM. REZ UHRE E, TRIXUZ,| SY], EWE OO 

推论 10.2.1 RAS EBHUPEM BI BCH 3E FCR TEILE, OESTE MIRIRI, 

证 明 . 

KEETE $B, BEE, HiB > 了 ,| 。 那 么 由 增 广 定理 可 知 ， 存 在 已 三 了 ， 
—B, WEB, UZ 是 独立 的 。 但 是 ， 这 与 也 ,在 . 儿 中 是 最 大 独立 集 相 矛盾 。 口 

.下 而 是 上 述 结论 的 推广 ， 也 可 用 同样 的 增 广 定理 加 以 证 明 。 

推论 10.2.2 ” 令 取 是 集合 S 寺 的 拟 隆 ， 且 4CS， 那 么 4 的 所 有 最 大 独立 子 集 都 具有 相 
癌 的 基数 ， O 

FEROREMI0. 2AA, EARE. 

推论 10.2.3 如 果 B, 和 Bs, 是 拟 阵 以 的 基 , 且 XEB, 一 B,, 那 么 存在 YE B,-B,, We 
B Uy) x M ipd, 0 
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十 面 介绍 拟 阵 秩 函数 的 某 些 狂 质 。 
定理 10.3. 集合 S 上 的 执 陈 了 的 秩 函 数 p 满 足下 列 性 质 ， 
1.0: ?CLAÀ)« |Al , 
2.8 RACB, WAPCAYXPCB), 
S. A) PCAUX)«PCA) +1, 
4. 子 模 不 等 式 
P(A) - (Byz LAU B) HAAN B5, 
5. i ACAUM) - CAU) SPCA), SELPCAU xU) ACA), 
证 明 
前 三 条 性 质 很 容易 从 秩 听 数 的 定义 推出 ， 
为 了 证 明 忻 质 4 ， 令 X 是 和 站 避 的 最 大 独立 子 集 。 由 增 广 定理 可 知 ，4UB 中 存在 包含 
XMRAMUSRY. $Y -XUVUW, XxmVcA-BRWCB-—A, B XUV 是 4 的 
Birk, HXUWJHBHLTOER. MA 


| MA) [XUV] 
以 及 
&(Byz XUW] 
PR = 
P(A) +(B)> JX QV] + XUW] 
=2 |X] + [Y] + |W| 
= [X] +¢ 1X] + [V] + WT) 
=P(A()B)+ CAU B) 
性 质 5 是 和 性质 4 的 直接 结果 。 E 


BETOE VHC dOERS a we. FERR POE ATT E 319 HU AERE MERE. 

1. 回 路 的 每 个 真子 集 都 是 独立 的 。 于 是 ， 若 C, 和 C: 利 相 异 回路 ， 则 CsC 

2.55C&—llgs, WC) = IC} 一 1， 

3. 集 合 S 上 的 拟 阵 居 不 含有 回路 ， BBUCUSER TT AURIS. BS E-SEEMIN). 

唯一 基 ， 

定理 10.4 WRC, AC AMAA KABR, HxcC QC, HA 存在 回 政 
C, HEC, C (CU C.) -x, 

证 明 : 
令 C =(C,UC,) 一 x， 只 要 证 明 C’ 是 相关 的 ， 倒 p(C')< 过 |1C'1， 则 定理 得 证 。 

ANC, WC. EHRE, MAC NC, 是 C, 和 和 C, 两 者 的 真子 集 ， FEC, IC, 是 独立 
的 . WU : | 
e(C,60€,) 1C, NC] 
xti, 
i PC Cy |1 
WB AC IHIG 
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BALLS ATG ALR FE ( 定理 10.3 ) ， 可 得 
PCC, UC, <p(Cy + pC, j}—a(C, nC) 
=|C, 一 1 十 'C,| -1-!¢, MM 


21C,0C,1—2 p 
«iC'| i. (10.1) 
AAC EC UC, xf yo 
eC aC UC, "n (10.2) 
联 立民 (10.1 ) füs (10.2) ,. WA 
p(C' )«1€* | m 


推论 10.4.1 MRAARES HHRMA, WAFERS, AULES 
tT. 

证 明 à 
设 对 于 某 个 ZE 8， 存在 两 个 不 同 回路 Ci 和 C。 并 使 ve C,0C,, C, CAUx, XC, 
cAUx, MAHBW HERA, GRC’ C(C, UC, -rE FR, (UC rae 
非 独 立 的 。 但 是 {C UCISA, xX AB HAF IR. Li 

推论 10.4.2 mn'EBREARS | AM Be, DIxcS—B, 那么 存在 唯一 回路 CBEC(Cx， 
B) WxcCcB.x, E x 

证 明 

因为 B 是 最 大 独立 集 ， 所 以 BU eas Ble. Rab 可 知 这 样 的 回路 是 只 
一 的 。 “td 

Lie he RACY, P), ROHNER x HERR 

FERNY 20 RA. Pepe 

定理 16.5 AU RC, AC, BURR. HxcC,0C,, 那么 对 于 任 一 苑 家 jEC， 
一 C，， 存 在 回路 CC， 并 使 

YECE(CIUC)—x 

证 明 
RRC, C, x. ye mm. AICLUC, i 是 所 有 不 满足 定理 的 相 异 回路 对 中 
Ry ie EH 

DEMIO ANA, BRC, OCC, UC) —ádpdk. BAMYA, BRAVEC,, 
stm, CnC -CD BMAC,CC,, RSC BE dax dix a 4 
zcC.n(C,—C,), : 

对 于 回路 C, 和 C，,， 则 有 ; 

1.2€EC NC,, 

2.x CC,—C,, 

3.C, °C" AC, UC WAFER, PX yeCnC,. 

HC, 和 C: 的 选取 方式 本 知 ， 回 路 如, 存在 ， 并 使 

x€C,c(C.UC,)-z 


iei 


Bo OEBIECLRIC,, EMME, 

trec AC, 

2.49€ C,-C,, 因为 HE CUC,, 

3.C, UC 是 CUC, 的 真子 集 ， 因 为 2& Cy UC. 
灵 由 Cl 和 Cs, 的 选取 方式 可 知 ， 回 路 Cs 存在 ， 并 使 YECsC(C,UC,) 一 X*. 

WAC UC. EC UC, 的 真子 集 ， 所 以 我 们 找到 了 回路 Cs， 并 使 YECs 三 (C,UC,》 
—2x, ZAC AC, WERT. D 


10.3 等 价 公 理 系统 


本 节 将 建立 用 阵 定 广 的 另外 … 些 公理 系统 。 这 些 等 价 描 述 可 以 帮助 我 们 加 深 对 拟 阵 结 
aT IR. 

B8 dummy RES. 

定理 加 .6( 独立 性 公理 ) ”集合 S 的 子 集 雄 合 .Z 是 S 上 拟人 阵 的 独立 集 的 集合 。 当 且 仅 
xs REAM, AR 

I-3 ASRARSMHE—FS. BAAR BAT RY (Y C2 ?都 具有 相同 的 基数 。 

证 明 Li 

证 明 留 作 练习 ， 参 见 推论 10.2.2。 

定理 10.7 (X4) cipes A. SUA 

Bi G0, SEURFEVUKERAHEATENBA. 

B-2 RB, Blow, VEB, Wijfty C B, JES(B, -XYUSC A, 
am. MRBGRRAESHTFREA, AW EB-101B-2, WA 

F={IICB, WEPBE HB) 

就 是 8S 上 拟 阵 的 独立 集聚 合 。 

证 明 

已 经 证 明 拟 阵 的 其 满足 B-1 和 Bm2，。( 回忆 基 的 定义 和 淮 论 10.2.3。 ) 

假定 饱满 足 B~-1 和 B-2， 现 存 证 明 ， 定 理 中 所 定义 的 .9 是 S 上 拟 隆 是 独 江 集 险 合 ， 

注意 ，B-1 和 B-2 音 昧 着 对 于 XEB, 一 BB,， 存 在 YE B, 一 B,， 并 使 得 (B, 一 zz) UVES 
的 元 ， ; 
:显然 满足 公理 I-1 和 I-2， 为 了 证 明 它 也 满足 公理 I-3， 先 证 明 绍 的 所 有 元 共有 相 河 
的 基数 

MeEREB,, BC, B'B,|>|B,). RARRWAB-2, RY BB, 中 移 去 B, 一 
B,， 并 用 A 和 B, 一 B, 来 代替 ， 匡 | 有 | 二 1B, 一 Bi |, 并 使 得 Bs 一 (B, UB) VAR BH. 
但 是 B,CB,， 这 与 B-1 相 矛盾 。 所 以 绍 的 所 有 元 具有 相同 的 基数 ， 

BS EF MEE BPA RSXAY, HIYI=|X| +1, 4XcB,, YcB, RB, 
Bc. 4 pert ls CUI TTA 

X-(x, xo, 0X) 
B,-—(xX, Xy, 0, XQ biy b, 5, 


Y-ü, Yer te Yee Yri) 
B={H, ioc WJeWee Co Cap s €i 
现在 来 看 BB, —b, gB-2s[4, ZEB, FFE, HEB =B, -b U ZEBE. im m 
2EY, HiA(RUz)CB', Butts. BA, CRAWL. 
如 果 ZEY， 今 B* 一 B’ 一 by.，,。 义 根据 B-2 可 知 ，2’€B, 存 在 ， 并 使 B*==(B’ 一 bo-,) 
UZ BBW. WH CY, SRAXUZ CB", FRCXUZ IC #, X BR Z MIs, 
MR CY, $b, ,从 B” 中 移 去 ， 等 等 ， 如 此 进行 下 去 。 BAL, b. s 59] 
(cy，52，"…，Co-1)|， 扩 以 最 多 经 过 9 步 就 可 用 Y 的 元 素来 代 状 某 个 8,， 因 此， 满足 了 公 
理 1~3. Li 
EEI. (AB) 集合 S 上 拟人 阵 M4 的 秩 函 数 WE. 
R-1 oxe(A)«| A], XBERACS, 
R-2 MRACBCS, HAe(A)<e(B), 
R-3 FIERA, BSS, 
 p(A)+ 0(B) e(AUB)--o(A n B) 
BR, ERES ES LESS ÉPIER-:1 RD ER-S, WARE 
Jo) d], ISS} 
就 是 S 上 拟 阵 的 独立 集聚 合 。 
证 明 
AEM SPER. AMARA ER- R-2*0R-53, 
ATTA MER, Beem ER- H-23R-3,HB-1"]4, e()—0, USMY, 
并 且 满 足 公理 I-1。 
SBC SMASB, 那么 由 R-3， 则 得 
P(A) +0( B-A)2=p(AU(B—A))+e( Af (B-A)) 
‘=p B)+ (gd) 
= p(B) (10.3) 
AReCAM«] AI, IAHR- WH 
OA) +e(B-—A)<|Al+{B-Al > 
=B | 
这 与 式 《10.3 HFE., TOSIA Wan Aw d HR, KAREAR- 
为 了 证 明 1-3， 注 意 民 -2 种 民 -3 隐 含 了 下 列 特性 : 
R-3' 如 果 PCAUX) 一 AAUY) =P(A), REA PCAUxIg) - FCÀ). 
令 民 和 Y 是 .和 的 两 个 相 蜡 元 ， 且 | X|—kM| 了 | 一 上 十 1 假定 对 于 每 个 JyE Y—X, AXU 
yo=k, PARR AR-3', HAAR 
PUXUCY —X)) - XK UY) «k 
X 5S^(Y ) -k-- MS B LBEEL DER EXE-P BOR YPEIRPCX Ugo - kar IM Ry Y —X, M 
. WHE A Is, T 
定理 10.3( GRAB)  44R4ESS LEBER. WA 
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C-1 GG， 以 及 罗 中 不 存在 以 其 它 集合 为 此 点 子 集 的 集合 。 — 
《4-2 如果 CJC.E GS, ee 以 及 YEC AC, BARE, 并 使 


aC, UC) —x 
A, Inh AR ORC ee ,那么 Res- CEI xrPBOSCCS) 
AS EVAN BR 
ig ; 


(i TRE ES EAB, dE A OLB RC AIC-2 ( 死 定理 10,4 ) . 

CMe RH EC-1MC-2, TF RETE BH ETRE MBA ES LM RR. 合 要 
HEMI, BIFE H g WEARI- I-2301-3' ( Wet 10.6). 

注意 : SESHRESHEMCMRATRORS. Ace E RIO RI 1-2. 

ATED MEI- FESHER. oS, MS, TAT £BDEBSACK GR. ME 
IS. 22 Sil, Fide Br S 

WS AS, CHORI MUS, Sui amS, -S 关 —- m Ux 
I. SRACC#, deo CuS8,Ux, peR,CN(S,—S, VOT ;这 与 9, EA ff 
Jg. | ， E 

RRS ECAS, -8, f S,-(5,—x')Ux.. T |= |S. ei 

1.5,6.%, 

BUMS --a' e.g, EIE, MAC CE, Pee re 0s 进 TRACCIA 
weet’, KCNC Lari ees, eae 

(n)xcC€pc', à 

(5) CCS, UT 和 UC CH CNR, 

BWAwmC-2H HM, CCK, BAC’S(CUC')-758, c.g x s DU Gd 
WotR. TESES. 

SE PRE, 
2.8,C FARR AKT KR, 

如 果 不 是 ， 令 Sr E 7 RAMBKER, HS cS, Be’ ES RMS. cS, KHL 
Ai 是 最 大 首相 矛盾. 因此 8 V'ES FREEC CH, HAX ECCS’ Ux! FACT 
(S'-S,)# 2, AWC ZS, x" € C^ n (S' S.) BEA OATES Cate 1 的 证 明 )(5' 一 Xx”) 
ard (AAS, COS NUL ES, XS SEA ERCCAEHRUPIR. BUSAN 

KT. 

xS PATS PAR CS, -S, Ux! C8, —S,X HIS, 的 。 因为 IS] >> 
从 ,|, 所 以 只 要 重复 有 限 次 这 种 构造 ,就 可 以 得到 4 的 最 大 子 集 8., 且 在 SG 和 SS uix 
MdP(OY)-k-liBmTEE.FBPMÉfOnXycY-X, AAOCX Ug =k+ i MER, TEJRE 
公理 1 -3。 O 


10.4” 拟 阵 的 对 偶 性 和 拟 图 
本 节 首 先 介绍 拟 阵 对 便 性 的 概念 ， 然 后 讨论 块 阵 及 其 对 偶 的 一 此 结论 。 接 着 证 明 “ 阁 
186 | 


4 um, HAE Ray "HUS" MEX. MAMRE LOE SM HE S 
Minty 自 -对 个 公理 系统 的 来 结束 本 区 。 i 

3c Ag Whitney 文献 [10.1] 的 定理 ， 对 拟 降 的 对 偶 下 定义 ， 

. 定理 10.10 SPRRASEMMAEMMRMRS WAL = (S—BIBC BIBS EB 
PEM * Wat aye, i z 

证 明 

BR, ét HERABB-1, HTHMAUOREB-2, PRBMERRT Bra Bt 1 

-—-S—B,81B*58-—B,.4xtB*t—B*, axe By -B wid 4m, gc B,—B, 
m HERB, = (B, —y) Ux AM BE ME, y € Dt —BERICBt x) Uy - S— (B. yU 
x)—8—B,—Bt, FRB *WLAMB2. RUB ES LOMA, 口 

定理 中 所 定义 的 MI* 称 为 M 的 对 倘 拟 阵 或 简称 为 对 偶 ， 很 容易 看 出 ，M 也 是 JH* 的 对 
(4. Be, RIE Mu M AAN LR, 

10.1 0 BÍ SE 3 EE lB Bd E ER ART EUR eH UL IE. 

MERA M 的 补 基 ， 类 似 地 ，M* 的 回路 称 为 M 的 补 回路 ，JM* 的 环 称 为 M IG 
FR, MM eR MAAR, FF, MMT OR. WR B EMRA, 
XDAGRRES-BR RB Ax. MHPERS NSM), ORB ROS" (OD. 

_ NAR I 一 些 结论 。 其 中 有 许多 结论 在 图 论 中 是 很 熟悉 的 〈 见 第 
ANEX BAH 
P*(M) =| S|—PUM) (10.4) 


TRUE XP RIT eM ZAM, 
定理 10.11. MRAMAM*BRSAS EARE, HARE EMACS,. 


PR(A)== |[A]HEPOS— A) —(M),— (10.5) 
证 明 
HE ATS, 4 BY MKE, TE ESAR M 大 。 PS ee BBA 


(S-A) HRA. HRs YAH, 
P(A} = [BY A | ( 10.6) 
以 及 : E , $ 
P(S—A)=| B^ (S—A) | (18.7) 
x 
IB*n A|= LA 1— IB Al 
以 及 


IBN (S—A) |= |B| ~ BNA | 
=AM) IBN A} 
BREA aR (10.6) 和 (10.7 ) ， 可 得 
£*C A) |A [--9(S — A) -"^(M) ' N 
Bx. SPUR. SRR, RH 4 HEPA PL, 4b3& 
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SMM BRE. 这 是 因为 补 回路 、 补 基 等 本 身 就 是 拟 阵 的 回路 、 基 等 等 ， 

在 本 节 所 有 的 引 理 和 定理 中 ， 如 果 可 用 ， 也 包括 对 偶 球 述 。 这 些 对 偶 跌 述 的 证 明 以 简 
BAAS it. 

引 理 10.1. SMERAS LOMA. MRACSEM pEr WNAS-AWmxET 
MARE, XPRIME, MRA*CSEM* +} Bah, WASARA E TMH, 

ni 

MWuURGEB, FWRACB, HUS-ARAM MAP EB, 口 

定理 10.12. 4MJAEÉARSSERMIUE. HRARA'RSETRS, HSADA"- 2, A 
TMcpAEWGrBy, AEM hy BA, 3CAATRÉEMONGEB, AASB, ASB, 


证 明 us 
d E EID GISESS- A * e TMBX. 因为 ASS 一 4* 在 及 中 是 独立 的 ,所 以 根据 定 
410.20, (EM PARR, HACBCS-A*, BWgjA*cB*, G 


引 理 10.2 $M ERAS EBORE, WM HBT DM f E HAM AIES. 

Xe a, Mha 4b 2M By Oe fe Ee, 

证 明 

JR, XDCPMIBSIERIAMBUECTtREC* Ou B=, 354B*-S—Bikfa&C*, xxi B* 在 
M rp 32 ihe A m. 

令 B* 是 集合 S 上 袖 阵 的 任何 补 基 。 由 推论 10.4.2 的 对 偶 结 论 可 知 ,对 二 任意 XE B，B* 
Ux 恰好 包 插 了 -- 个 补 加 路。 这 个 补 回路 称 为 区 相对 于 B 的 基本 补 问 路 。 注 意 ， 这 个 补 回 
路 恰好 包含 B 的 一 个 元 素 , MRE. 2  —— 

引 理 10.8. 令 钵 是 一 拟 阵 ， 对 于 班 的 任何 独立 集 4， 则 存在 一 补 园 路 ， 它 恰好 含有 
ARBS—^A4 OUR. vtm, WR JA < PCM), MEER, DS ATP. 

A, xpp Me ha A, WER, CIR AA AUS OLOR. d 
而 ， 车 | 4* 1<<P(M*)， 则 存在 一 回路 ， 它 与 4* 有 零 交 。 


iE 

?2BRMNX, HACBRSC* ELEYE BY W-PXEBIAEAOM SE. HRCA, W 
C*^A-(x MAXEB-A, WC*NA=8. Jos mifi. 0 

定理 10.13. MARS LNW. SHTREXBRMYS, 4ARYXBS Miner 
补 回 路 有 非 零 交 的 最 小 子 集 。 

对 偶 地 ，& HFR EMKE, SARACEN MAREEK E E h 
FR, l 

证 明 


必要 性 很 容易 从 绰 理 10.2 和 10,3 得 出 。 

为 了 证 明 充 分 性 ， 令 XX 是 与 肝 的 每 个 补 回路 有 非 零 交 的 S 的 最 小 子 集 、 那 么 S 一 外 是 不 
AMAA ASE, BU, eR, SX RM E, MiXEM HR, ui 

F 面 将 得 到 同 路 积 补 回路 的 一 些 新 特性 。 

EAU. 邻 开 是 集合 3 上 的 执 阵 。 有 8 的 子 集 是 斑 的 间 路 ， 当 且 仅 当 它 是 与 下 的 每 
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个 补 基 有 非 零 交 的 最 小 子 集 。 “ 

对 偶 地 ，&S 的 子 集 式 * 是 M 的 补 回路 ， 当 且 仅 当 它 是 与 焉 的 每 个 基 有 非 零 交 的 最 小 
FH, . 

证 明 

见 定理 2.13 的 证 明 。 口 

SC HS EMEM MAM, REN EXERI AU, CRS Mie EIE RESI E 
NTH. RUS-CRREMHEHRAFH. FRAP RUM, 

引 理 10.4 MRC BRAS OPM MER, WALCE (-C9nxadá 
了 M 的 基 B. 

对 偶 地 ， 如 果 C 是 集合 8 LARMER, SUA XHE—xcC, (S-C)Ux fu T May 
补 基 。 : 7 

定理 10.15 2MESRS LOM, SHTRXEM AME, PH BOR 是 一 最 小 子 
集 ， 且 对 于 以 的 每 个 补 回路 C*， 有 XQCh i, 

对 偶 地 ，S 的 子 集 X* 是 天 的 补 回路 ， 当 生 仪 当 它 是 一 最 小 子 集 ， 且 对 于 隆 的 每 个 回路 
C, &IX*nC| 41. 

证 明 

必要 性 ”通过 引出 矛盾 加 以 证 明 。 对 于 周 睹 C 的 每 个 真子 集 C'， 根 据 定 理 10.3， 则 存 
在 补 回路 C*， 并 使 IC*NC'| = 1. 

假定 对 于 某 个 回路 C 和 某 个 补 回路 C*，ICnce| = 1， 并 令 CnCr*={zl， 考 虑 8' = 
S 一 C* 和 C"' =C 一 x*， 很 显然 ，C' SS'、 由 引 理 10.4 可 知 ,S' Ux 包 仿 一 个 基 ， 然 ABC 
S' Ux 是 一 个 基 ， 自 CGSB， 注意 XE€ B， 所 以 B 中 合 有 回路 C=C’ Ux, X dk Be RE 
FĀ, 

充分 性 ”如 果 尺 是 $ 的 子 集 ， 并 且 对 每 个 补 回路 C*， 有 IX OCT +1, PAIRE GLA 
BE, SOXGEMObXEIO TAS, HIBDEE10.2 7958, WEED. EB 好 包含 了 有 
的 一 个 元 素 。 

令 C 是 了 中 的 回路 。 哟 然 ， 从 定理 的 必要 性 部 分 可 知 ， 对 于 每 个 补 回 路 C*， 有 |C 个 
C = 1 ,于 是 =C， 和 否则 与 区 的 最 小 性 相 矛 后 。 p 

现存 介绍 有 限 集 S 的 涂 色 概念 ， 然 后 给 出 “ 涂 色 ”定理 ， 

集合 S 的 涂 色 是 把 8 WHET FRR, GHB, AEIGI= [ 。 为 了 形象 起 见 ， 我 
们 假设 把 民 中 元 素 “ 涂 红 ”，G 中 元 素 “ 涂 绿 ， 吾 中 元 素 “ 涂 蓝 ”。 

定理 10. 18 REER) “ 令 了 是 集合 8 的 拟 阵 。 对 于 8 的 任何 涂 色 ， 或 者 是 

1. 玛 的 回路 C 包 含 绿 元 索 ， 但 不 包含 蓝 元 素 ; 

或 者 是 

2.M 的 补 回路 C* 包 含 绿 元 素 ， 但 不 包含 红 元 素 ，. 

ERA 

设 绿 元 素 在 某 个 图 路 中 ， 和 否则 它 是 补 贺 ( 为 什么 ) ， 并 皇 所 得 定理 也 就 没有 多 大 覃 
XT. 
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假定 对 于 S HR RE, ER 上 不 成 立 。 那么 考虑 子 集 $ =RUG, BR, S REA 
的 问 路 仅 由 红 元 率 构 成 。 令 RR' RAREN, HERS = §'-R' A E Mt, eS 
BED, AS*CB, WARRE WEFERE- BEYER 的 基本 回路 仅 由 红色 元 
Sm. 

AC RARER MT BHMRAP EM. BRC GH - to Rx, WOXCR' DR ict 
NC) — 13x H CLIE AEN BMA, 3X S EEHIO.ISAEGPJA, ACB T+ ae 
元 素 而 不 包 食 红 元 素 的 补 加 路。 从 而 论断 2 成 立 。 Cc 

AE FLO. 15 R10. 163] i T Minty 3c iR [10.2 RAS XL. 

Xe eee en tat ens ee eRe ne: 4, £g), 其 
BU RT PEOR. 

G-1. 0 RCEF MDE gZ , 则 ICNDI 1, . 

G-2.x-F SEE RE, 或 者 是 T di 

a. 85955 8 ACTC XEM AI Gu EGR, 或 者 是 l 
已 . 幼 的 元 包含 绿 元 素 而 不 包含 红 元 素 。 

3. 才 中 不 包含 以 共 它 元 为 自己 的 真子 集 的 元 ; 
统 中 不 包含 以 其 它 元 为 自己 的 真 于 集 的 元 ， 

定理 10.17 SMARASHMA, CS, (M), e*(M)) 是 一 个 氢 图 。 

a] 

n ER A d:2810.15280 10. 16 5 H1 Z8 IB, - ; mr 

现在 来 论证 上 面 定 型 的 逆 定 型 l 

310.18 4 (5, 4, P)E-THB. RABCSERE CH 元 的 最 太子 集 ， 当 
HU B FASERN- BRER ZRT. 

证 明 

URE SBASRARSMACNRAFR. BRS-BRATH RGD, SxcD, W 
of geek ida RxcC, RUCCD={x}, AYGIT E. MC S- BA Bo 
欧元 。 . 

充分 性 SBSH te 的 元 ， S-BRASOMI. BEE, X FEM x CSB, 
BUMA T2. 

2S 的 涂 色 ， 其 中 也 的 元 索 是 红 的 ， IRERE, S-BHRA WREAK BU. 
R, enpASHERTIE BOUE TU DEN, wh, BUx& dig. 

2310.19 4^(5,7,)Jk—THE. MRBAS GRUT, WS - 


? ds 


3 是 S 不 包含 乡 的 元 率 的 最 大 子 集 ， l ‘it 
证 明 
RÍUL M RE REO. 18 EXE BOE PRE Hi. Li 
定理 10.20 $ CS, £, 2) 是 一 个 拟 图 ， Wao S.-M ay RR A &, BEM 
85 Fh Tal CREE 


证 明 
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CHE Ae eS FEM, isl pe. 

F HDL AWC-1, 

iT EM ww ALC-2, AC, MC, BCH. 
POM TART, HxcCnC,8 ycC,— 
C. RESMETRAD, y ERR, x 是 蓝 
t, C, UDC 的 其 余 元 素 是 红 的 ，S 的 其 余 元 素 
是 蓝 的 ( 见 图 10.2 )， 

ird ien c Xm uo 
KD, MAP PSEA D, MA 
MIT AG. mA IC, UD) = RA IC, ND 
—1, Wit 5G-l483 8. WAH G-2 可 知 ， 
FUPEBERCAR IT RAES XO, HOGI, WRReH we. 故 Hy 
€C,C(C, UC.) x, FRPMETAMC-2, CES ERUIEEM MARRS. 

HATTE PASE f IRE Ar. 

se 10.19, M EEM HAE RUM. eM UM RE, Oo 

所 图 公理 系统 和 回 赂 公理 系统 的 等 价 性 可 由 定理 10.1? 和 10.20 推 出 ，Minty 在 文 就 
110.2] mi Tax zie, 3EXPDLIELEL UAE RE IA ELE XI fe. TORRE IG. 


(10.5 约束 、 收 缩 和 拟 阵 的 子 式 


考察 上 有 边 集 互 的 图 G。 对 于 五 的 任何 子 集 7， 可 以 定义 两 个 相关 的 图 。 记 为 GUT 
G-T. AGTH GAT WAR, CRACK CF) 属于 瑟 一 了 中 的 边 ， 然 后 除去 由 此 
所 产生 的 扳 立 质点 所 得 到 的 。 实 际 上 ，GI7 就 是 在 7 上 G 的 导出 子 图 。 图 GT 称 为 G 对 了 的 
收缩， 它 是 通过 收缩 一 了 中 的 边 所 得 到 的 图 10.3 示 出 了 图 G 和 对 应 于 T= (es, ess er 
ej 的 图 GIT 和 GT， 


M 10.2. 


一 
poor 
v) 
eg 
fa} te) 
BE 10.3. CG288G; (HIGIT; GT pg, Tate, e, €, ec} (OGT, GUTH dei. 
HEN E F SHE Hf; 


T ARFEXEG THATAFEA, SARA ROCHA. 
2.4] I P IBXTEG-TINJGBECF ER, SARAF EE-TH FRY, HERBY RG) {ET 
181 


上 述 概念 促使 我 们 引入 了 在 氢 六 上 向 氢 阵 元 素 的 子 集 导 出 的 两 个 子 氢 阵 。 
WES OM) EAS EUM REA, ATSS, > 
FMIT)Y= (X|X T, xc g(M)), 
可 以 证 明 ， (MIT PET Lgs rS UNI AER. RAM |T, 3eéROS MITIS 
"FADE ME ni X. 
LXSTEM|T Bakes, 4 By XEM IP REXU BJ, 
2.XCTEM |THE, M H (v S REM NEB. 
8. nUR A FEM TÉ ECERIC, BAN FEMXCT, 
A(X)-—p(X) (10.8) 
4. HEM OARADRENAGHE RUM, BAN THMTCE, 
M(G)|T=M(G|T) 
Tx GUPSBEM-T, 4.9(M-T) TIERE T EXPE GS, JE 使 得 S$ 一 存在 
BAFRY, BX JY -.7(M), 
定理 10.21 .z OM -T)RT EIER GS m or RE A. f 
证 明 . 
AX, FIX, AF MT GB st, HER IX.) = XL 十 1。 那 么 则 在 在 5 一 了 的 最 类 
独立 子 集 Y Y, WA REM PRX’ =X, UY MXX, UY, WE IX”; = |X'] + 
1 。， 由 公理 [~-3 可 知 ， 雹 之 XEX” 一 信 ' 存在 ， 并 使 得 六 ' UX 在 训 中 是 狼 立 的 ， 注 意 ， 及 ”一 
X'—-(X,—-X,)U(Y,—Y,), 3t, x€Y.—Y,, KAY, BS-THBKM UR. 所 以 
VEX, -X MCX, UX)STE (MDW. FRS(M-T) EA MIs, BABE 
出 ， 它 也 满足 I-2 和 I-3。 l - 
ERE PRR LMR SMH T PAR, AMT, iE. PRM) RAG 
URE NACHRS, BAMFEMTCE, M(G-T) - M(G)-T, 
SPAM THRE. MAM THE LM, MEM ACT, # 
P(A)= AU (S- T)) - ((S- T) (10.9) 
在 第 七 意 ， 我 们 已 看 到 了 图 的 一 条 边 的 开路 与 去 除 利 一 条 边 的 收缩 是 对 偶 运 算 。 特 区 
地 ， 如 果 G 和 和 G' 是 对 偶 图 ，T 和 了 ! 分 别 是 G 和 G! 对 应 的 边 子 集 ， 邦 么 GI 和 GG.T 也 是 对 个 
图 ( 见 定理 7.10 ) .。 
下 夯 的 定 埋 是 用 拟 阵 来 模拟 这 种 关系 。 
定理 10.22 ”如果 MM 十 S 上 前 氢 阵 及 TCSS， 那 么 
1.(M|T)*=M*.T, 
2.(M.T)*-M*|T, 
证 明 
1.4 & EM | TRB, MHECM TO BEBE EG. OB (10.5) 得 知 ， 对 于 任何 
ACT, A(X) =| Xj/-MT) +e T-X), : 
STEM THR MR, (OTE M*-T igi XX, EA (10.9 ) 和 (10.5)， 可 得 
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(9*)'(X)- OH XK i (S- Ty) - ?*(8- T) 
-P*(S—(T—X))-P*(S-T) 
-[SI-|T +] X |JCKS)-- (T- X)-(| Sj-| T |-P(S) 4+ ACT)) 
=| X|~P(T)+O( TX) 
=| X |—-A(T) +AT ~X) 
HR (10.8 ) 可 得 
i (PFY (X) -MCX) 
MYT AMA TE IS RRR, BOR 
(M|T)*--M*.T 
2.7 PAM M EIE, HERAA, B9 2 。 口 
如 深 避 基 S 上 的 拟 阵 ， 且 T 刁 S， 车 是 通过 连续 对 好 进 行 约束 和 收缩 遍 得 到 的 ， 则 
T 上 上 的 拟 隆 这 称 为 MI 的 子 式 ， 这 个 专题 已 由 Tutte 在 文献 [10.31 中 作 了 这 入 的 研究 . 
利用 忆 妈 介绍 的 术语 ， 我 们 可 以 用 氢 阵 术 衣 表述 许多 3 平面 图 和 对 侦 轩 有 关 的 结论 ， 
例如 ， 定 由 7.5 可 表述 如 下 : 
一 个 图 是 半 面 的 ， y ELA UPL PEM CO) 4 AUP CK, AUK) 
一 个 为 其 子 式 。 


10.6 . 拟 阵 的 可 表达 性 


AMERA S ERME, B={b,, b, e, b, MAH, B*-S-B-(e,, e, +, e} 
RM athe. ide, B*NCep=e, j—1, =, g, RECREERE, 
Aum, BAOD =b, j=l, yon 这 里 C#( 世 ) 是 b 的 基本 补 回路 ， ERRER 
下 (第 六 章 ) ， 我 们 可 以 定义 班 对 应 基 召 的 基本 补 回路 抢 阵 D, 和 基本 回路 些 阵 D#。 电 然 ， 
这 两 个 矩阵 具有 形式 mE 

[U Dj 
ERURGMUEH, CAM ST BANTER. RAIHI RE MMII B BYTE 
表示 。 
”考虑 图 如 ， 候 定 我 们 给 G 中 的 边 任 意 指定 方向 ， 并 令 G' EE RMA. BAI 
定理 6.9 可 知 ，G' 的 关联 第 上阵 是 回路 氢 阵 MCG) 在 任何 域 刺 上 前 表 示 。 还 可 以 看 出 { 定理 
8.10 ) ，G' 的 任何 害 集 矩阵 是 M(G) 在 任何 域 尺 上 的 正则 表 永 。 进 市 ， 由 定理 6 ,11 可知， 
G' 的 任何 基本 加 路 符 阵 是 割 集 拟 阵 M*(G) 在 任何 域 玉 上 的 正则 表示 ， 故 有 如 下 定理 。 


定理 10.23 a J 

下 面 证 明 本 节 的 主要 定理 。 

定理 10.24 "—— P— 那么 5 EASA R MEE 
. 是 可 表达 的 ， 

证 明 


UMN T, RANT. 9 rGUBREARMEEF El Rios. 
PAA LA. OMA RRS. XNA, PTAA, (Eius 
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qT, XE RE AX penAan- eS, IRA EE ER 
Xn (n— 7) SREB, TE, ABO. 

现在 证 明 : BER Myer EH- BUR. AIRE EAR FR 线性 独 
UA, SAR SB Rn rA REEERE. AKAM, RAAT 列 来 讨论 ， 这 样 
显然 不 失 一 般 性 。 

么 的 前 了 列 大 钱 人 性 独立 的 ， 当 旦 仅 当 存在 属 二 和 的 非 零 列 矢 量 允 一 [2 Xin NS 
0，0，… 0T, RAT AExCXTHE, SHQSPERA n—r PLR HR Ys 0, 
Aft 


SE BEB. 0 


Bl 
. B, |. 
ix B, Br x(n) ee, B,i(n—r)x(i—058gg, X Eri; $u us: m B.y= 
0. Bioyg0, WinpnB, BARN. RUB, EREB KRA nri, M 


Wt ABRE, g 
下 面 的 结论 是 上 述 定理 的 简章 推论， 
推论 10.24.1 SMERA S—-(s, s, = s) 上 秩 为 了 的 拟 阵 。 如 果 班 有 正则 
表示 
$,8,-—8, $5.8, 
Cu, | A- 
4h 4.M* gef EWR | 


8184-8, $,,41*78, 
[ 一 4 | Urr] 
WHORE XK 器 
XR PL ESL AA AC A 2 A 36 X& X (6.13) 很 容易 从 上 述 推论 中 推导 
"x. 
AP RCRA Hh 请 参阅 文献 [10. 4]. 


10.7 二 元 DE 


一 个 拟 阵 是 二 元 的 ， 如 果 它 在 GF(2). 上 是 可 表达 的 。 其 整数 域 为 寞 2 ， 

很 最 然 ， 图 刀 的 而 路 拟 阵 M(G) 和 割 集 拟 阵 M*(G) 是 二 元 的 。 定理 4.8 已 经 证 期 ， 
M(G) 的 每 个 回路 都 可 表示 成 G 的 基 监 基本 回路 的 环 和 。 对 于 G 的 市 集 ， 类 似 的 结论 也 成 
六 。 扫 路 和 荐 集 的 这 个 性 里 对 于 任何 二 元 拟 阵 都 是 适用 的 ， 然 而 ， 它 并 非 普 凯 近 用 于 泛 何 
按 陆 。 例 如 ， 令 S 二 全 ，2，3， 人 外， 并 把 8 的 三 个 元 素 的 TAMA RR. H4 llii 
{1, 2, 3Hf(L, 2, 4)89TP RUE 0, 4), MEMET, 

EY, PUE JU PEL ATE NR, :以便 进一步 讨论 这 类 拟 跌 的 其 它 件 质 。 
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AM BIRAS LAM B= (b, b,, os b) EMI, B'-S-B-(e, e, ns 
e MATH NERY HE, BAG. B*üCC) me, Jat, 2. 9, JopCce i e, pa 
Pim, Bik. BnC"(b)o5, fre, 2, -. 7, BPCO J& b, ROSE BISR. CEDIA 
Aig HAGO, ELMAR AB HBA MME Dy USA: DT, i 
PR. TAA A ay i 
BBD. Bene 
Di=| U | F J 
Dt=l G | 
HE, De = (a JMDt— [AF VRBO, LRM, 
(OEBEMJI-— Som, BARE EGE) EB) EBEK UE 4 
bbb, e,e,-e, 
[ U, | A ] (10.16) 
FEAM Us Os, e, 09. AAR C 10.10) 中 对 应 于 人 (Pj) ffoi xi 
MAR 2 HO. BAKERA 2 ATR RAR, BEELBEDUS Ur 


t: pd. XC Cle) 

"n Gi 

^ 0, gib. Cle 

n i A-G! (18.11) 


Fut, WHU, GUAMM IW PE BEGF(2) EIE SE BUR ZR. 
KS Hae MAE ARASH, RARA m WR ay b E SD. [F' Ue 
GF (2) EAR IE Wk. 
AHP AR eA ETE GR, FEO. 24 12 All, 
F.-G' (19.12) 
于 对 证 册 了 下 所 的 定理 ， 
定理 10.25 SMERA S Lm cone, 
1. MX BEF f£ fa] EA SB AB EP U RI ANTE Um, 
2. AY Xa BEF FE fE BEA TE A ed er EIE SE t] 
EWGUSPOE XE ECE PF eT Evie. 
定理 10.26 SMA“ ae, DMD EMRET fd ER). GOR MET RR RE ART HEC iur 
MER. MBA 
PDY) «0 (10.1321 
imf MRM OC, oa AEC -Ae a RRR RPE 
BEPC ELF UN PCR. RA ORC RAL t. Bl. DEBTI 
SBE BEAR BAS MR D DEBES ERA, i D*C MD 
REARS QUANTA, TRAME BEREDD), TE tee 


*ONKGRUNGUEES, HATSTPISUESOR HRY. — H AE 
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Be POEM RCH AR. AD, AMM EMR, MUD RESET C 
Hoc AY SURO ALE o, EN 
D, x’ =o (10.14) 
FE, Ro ERKE, MD 
Dixi) (19.15) 
Hg VLEABUED, Diary el RARE. | 
定理 10.27 SMES tM TRUE. WP MRE EBC, f RC — B {xX 
eh HHC dex AMT BREA, BRA 
CH=CH BE BBC (xy) 
证 明 
证 明 主 要 以 式 (10.12 ) 和 (10.16 ) 为 依据 。 参 见 定理 9.7 前 证 明 过 程 。 口 
定理 10.28 MAW, BMA SABAC C=C pE) e 
C(x,), WH (X xus) - C—B, Cx) dexfEPip HEE, 354, Mater 
PEARORAC OC .AsTMR-PAR. 
证 明 
Re DC. md, HAC, 0 C (8,2, Ny). a AC,BC,=(C,UC,)— 
(2,25, *, 0,7: Mb gor 8. Aina BaC.@C,, AC, B=C,—B=(x,,x,, 
ewm, BODL E Pe REE i al AL, 
C, - C(x) Cio )o--GCor,) =C, : 
HC, ACL E. = 
定理 10.29 AMEME, UMAR EBAK, ACC BEED- D 
Cx), XKp(x,,x,,,x,) » C-B, Ce Ma BE. WAER, 
证 明 
2B: lb b.e b JAMRA, BOS-B={e,,¢,,--,€). MAET BER Ki 
F£D$ (DE S 


REE a 


| m | 2 ] (10.16) 
RMAEGF() EAE WERE ERI, | 
4CRMBSE. jURC—B- (6, 61,,…, 6;,}， 那 么 由 定理 假设 可 知 ， 
C- Ce, IOC, PB Cte, ) 
MARGE LTT, 3610.16) 中 矩阵 的 列 对 应 C 中 的 元 。 PE AUR E 2 和 是 
z, EGO) 上 ， 这 些 列 是 线性 相关 的 。 
B W {be bne e} 是 出 式 (10.16 ) 中 姓 降 所 对 应 的 刻 矢 量 的 线 阵 相关 性 记 
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ASS be SRR I rN Be M 5 

W Cin VAC CD BCle,) 
IN GEER LO. ZR, T NE fac' ae. RARER HAW EM" 的 
AMHR. FRW-C', 

所 以 ， 式 《10.16 ) rf AB E EMTEGF(2) RRENO R. o 

TERG TRE RA. 

定理 10.30 MMM, FIRRA ERAR: 

TOS E Mit rt xe KEC ERCT, [ENC EMS, 

2. M Bj Prost SE Ft FEE n A e M i a I oe D REPE JE 

SMP MBs ES BARI EC, IC — B- (e, e,, e Cle) ee f Ne B dr Ao 
if MAC CtCeoxpCCe) p epee). 

4.M S 3. 

证 明 

1—22 C, Cree Cr NM ARAH, Xe A-COCQD--0oO,. 不 类 一 最 
性 ， 可 以 假定 和 不 仿 环 ， 

RARER EAC CNO 是 偶数 ， 对 1<i<k， 所 以 容易 推出 14AC*i d JE RR 
Z. Pe ARAMEH. MORSPEF, 因为 根据 引 埋 10.3 本 握 ， 这 里 存在 一 个 回 
路 ， 它 恰好 包含 了 入 中 一 个 无 素 。 故 入 是 相关 的 ， 并 包含 了 回路 局. 

MRA TC, BARE., MARE, SA =AEC. ES, WFLA PD OCT, 
IC* (1A, eae, MFA UR be. BAJA, ASAC, 
SPAM Pe RRA eS IE, ARET PM RARE PIR RG, e 
RA, 

2 一 >3 IE PEA. OSS TELA, 

3=>1 [JEL 

4—l a 10.27, SAR T REA T EA 

C Cie pEr Xp qoo) 
Ha (10.15), 对 于 所 有 «ik, IC*IC(x)| BRK. Hp VA RAS dE B OAC 
偶数 . n 
Gs, FER 10.30 CP JH TIS RRB, REA NOs AA RAE. 


10.8 可 定向 拟 阵 


拟 阵 改 是 可 定向 的 ， M Rb UE RUM D= = D* M) ft lel EA D- DOM YR 
MARE RSE AS, OT SEMEL FARS T 4 IE BAG Ee- TE Re E 
ES EEG. 

KLEX, BRE el BUE RUNE E OLD t E ring. 

5E 8 REM Ro Pc JE LM f oA R, a E 


MMC IAM I 


PHA. RAST UB SUE E AS BL IAM ttr IR, 每 个 元 素 部 可 涂 成 红 、 
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BRO, PHARA RRR. TLE, SCR AA RA F. 

全 节 的 主要 第 论 是 Mintg 在 文献 [10.3] 中 提出 的 “ 弧 荐 色 可 和 天”。 

23819.31 (94228 2[3 2. EM AW. XEPMGUEBIHENZ. RAT 
Ep CERIS v 

1. 存 在 — tm AREOSX. BRAAK IAN, Hop co Au] SE siu] AY 
CWS BRR EUER IOS. 

2.(F iE Pr ESO. dont Em EL BRI UR, FORK AIR EE AE IM f. 
证 明 
IEA MARI Ke R A A AEA, 
BRA PETER, WAAG- BN n] Ha 


x 


fS DRAB Remi, aen. SE 
m- veau. UM TRUE AR 
BUR WE.) 

iBoo E REL, (HO mRdoegmim E. 
如 果 温 再 有 第 2 Pihi.. 则 定理 得 计 ， 

Pwo RE., MEARE TAR 1 促 


Fd 19.4 


inl, P" xk BRAS BE 
Bin papa ATR ae. 那么 ， 出 归纳 假设 ， 则 有 
a Vays. dij 2 种 补 加 路， 
b wx eer, AR 1 种 回路 . 
现在 “把 标号 回路 拭 阵 利 标号 补 回 路 人 第 阵 的 相应 行 类 出 如 下 : 
dg R B G x 
补 加 由 1 O60 60 1-—1 = O1 11-10 ? 
MO RO +! -Il 0—1 0 0-900 01-10 ? 
不 失 . - 般 许 ， 这 时 ， 可 以 假定 十 1 MAERA OS RRR nE iE. 
ha, MPRA ABULS, RRR MARA 1 ， 红 元 素 和 蓝 元 素 的 页 
MO: RATER RRM P, x ORM TREK MEM I. Iwo, DX 
— 1. FR AL +P +I 0, SAW Bx P-ofQua-—imx. Bib Fe he 
"B Seb iR, 5-crBAÉ— i. ARA FL AR, ES ep 
Be. 
于 是 论断 上 1 或 论 源 2 成 立 ， 但 两 阁 不 可 能 同时 成 立 ， 如 果 丙 者 占 时 成 立 的 话 ， 对 应 的 
Te An Gh OL Se AY DBL DUE E 
ME 83 SOS PS EE PR RE COCRRCI0.5 |, [10.6]) , JEH AERE E — RE 
X oS HS BMS “ES” VEI. 
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10.9 拟 阵 和 Greedy 算 法 


考虑 集合 8， 它 的 元 素 3 几 有 给 定 前 非 负 权 ws). 8 的 子 集 的 权 定 义 为 了 华中 所 在 元 
罕 的 权 之 和 。 令 ,和 为 & 的 了 集 嗓 合 。 组 人 台 优 化 中 许多 问题 可 轨 结 为 下 面 的 问题 ， 
UE. 的 元 的 最 大 权 ， 
Bi. dime HG ST RABE RAR AAA Re. Ha GI RA 
生成 树 的 聚合 。 
下 面 统 出 的 咀 做 Greecdy 算 法 ,就 是 用 来 解决 这 类 级 合 最 优化 问题 ， 
算法 10.1 Greedy Hk — 
SLMS Askishe 7 eke s, Ils} €. Rwts)omwG), WARE ILE M 
$, Wir. 
S2.*l-F BUfs-s,RE-s,, S) CRR KS, Hiisi Ss C.Z ELI 0C8,0.7:0(82, 
SFR FRE S. iwi. 
Sk Re S, Sa - Mea BARRIERS, Msi, Sa 0s EZ, ALERT IX 
Host, ws FOR, RRA Se DUIS IE. 多 
BER, MGreedy FRIES, RAM BT PASO, PERTRA 
lan, wR 
S— fa, b, c, d) 
10(4)—4, w(b)-3, w(c)-2, w(d)-2 
UE 
J£, {a, c), (b, c, dy, (b, dy) 
Mankwe, c), HR, (5, c, d) dm A Boc. Sum, S RE UI iz, 
并 使 
wea). 6, w(b)..3, w(c)—2, w(d)z2 
A gugeBiki(a, c) CUER EZ HUC CO, 
P ii 3€ 5 Greedy H.-H i v AA Z Fe] XR. 
SLESSENURM, .zIE:MB rS. + 
Ij,—-ia,, G4, --, G4) 
和 
J,=-b,, b,, es 5) 
FE PS PR WAR, HP BY oe A Be A) dS HOY HEU. FEWE Dea, won) 
fw, Ew, sew), MRF <ick—-1, FER, FH wla,)--w(b,) f 
wa, >wd,), MAM Fliscianfim>n, Hw(a)=wlb,), Balm BR wR AK 
Fla. FRAN FH ERS RABAT RAK. MADEX, HIB. A 
E TS Sg Rr e PSE 
集合 BE cE pCR m gU TP MIC. BZ AE -对 应 关系 ， 
EB HP HOCH cl, guca)sw(), MaWbIRD X MAHAR. ROM REENE 
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Eal fit). We, WR Taek ih, WA E- EEA RA 

I FEER TS e RNC "M ASL AY 3E NEN FE HE NU. 

定理 10.32 令 .Y ES EIN E SIUS BAM IgA, XT SU oS EE fal 36 05 D 
权 ， 下 列 论断 是 等 价 的 ， 

LBS BRR Ate MRA 

2.B 4 £z h tGale ke (it. 

5.B EE HX bU. 

证 明 

1=>24B_{6,, b, DI AMMA TARE. EBP EGA i (e. KA F 
在 独立 集 I= iia, @,, e, Gy), RFisisk—1, fi eo 2,) — (b, ) VACHE eb), 
RARR BB, = (By, D, ce, Dy i= GA, |, on, 0. WA RI, be 和 
acl, HEAR 

I^«-(b,, ba, -, b, ot 

ERE., HER, Kawawa) wb, HM FRB, UAB tt 
TK ARATE. 

2=>3 PARY. 

3-31 BER CASES, B= (b, b, b, B'—idb; bi, eb ORAH 
X. 内 为 1 一 >2， 则 有 
ib yew bd), MF IG Als 
WB ROA BOE, Wief) = wh) FEB ER SE EY, Ex 

FAN Cep ERREG SS aE), A Greedy vai He e ACD st Un 
出 上 述 定 型 可 知 ， 它 其 有 最 大 祝 。 从 站 有 下 所 的 定 


m, 


定理 10.38 GZ RS EIUS hy UE e, 
FEMS RIOR APE, M; 把 Creody 算法 用 到 


CERE RER BS ALEK RC. 5j 
WR MER, Gg. MERAN IANN 
PMR, MIREIA, CUN 


WEN PICK PRAT eon 3C SER B SHER, ü 

FEE HE BR. Greedy uk BARE RSS A M, 
AEB, ERIN SKU AIG, mp ACO YEA 

Tob, RT ORGME KR BUS, Greedy B jk 


obs MAA ' Bo Eum px NE TIENI d 
a,b.e,f,d,c,g,h 


SAA JCSUR — Aa. be, AN EN PAS A. AHR, Ae Sonia be 
eui. TEP RR, CHB, RAE SAB enidtgu T VER. E 样 原 
因 ，9 和 i 也 被 排除 ， 结 果 Greedy 算 法 找 出 {a,b 8,0), 这 是 G 的 最 大 权 生 成 RI. 
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现在 证 明定 理 10.33 的 道 定理 。 
定理 10.34 STRESS IQSUESHRAC. Bc Ag& TBC. RIR BA, 
UT Su XU AMR, EUR 25.2 RS LURES, Greedy SX HTC 7 
ELATED ILE BR ECL. 
证 明 
机 独立 狂 公 理 ， 显然 内需 要 证 曙 ， 如 果 A= (a, .a,,--, 36. 2 RIB— (b. bs Oy} 
JY, WHE EA, FHEAULE YZ, 
AK, X SR TEXEBU AD F: 
w(a,)-1, EE 
wib) =x, 6c B-A 
w(e)—90, ec S—(AUB) 
Epoca MB AGreedy PILI IG RG, gs Oy, MERTE ID, a, a,b ep 
>, BPEMAS—(AUB) PRICK, MHEAN, gud TRSLAMATA EA. 
如 果 BOA =t, 那么 
wtAy=k 
以 及 
w(B)=t+(k-1)t)x 
BR FURRE, UWAB), H, WERE, ARER kht 最 
AMI. iX ERAT. z 
HORA BUE R Greedy He, fg E Kruskal SPA). AARRE pd 
推广 网 基 Rado 在 文献 [10.8]、Eqmopds 在 文献 [10.9] .Gale 在 文献 [10.10 了 J 和 Welsh 在 文 
&x[ 10. H Ez BAY. 


10.10 ”进一步 阅读 


文献 [10.4] 和 [10.12° 是 山本 很 出 色 的 教科 书 ， 其 中 包含 了 下 窗 的 拟 阵 更 论 XN. * 
C0 LH — ENEM, KRIO ME T MERDA. Wilsona HA 
Bux ISELE UBER BEA EERE, GegpAUu RUD Y PAPER HE — dE da x fie. ER T Whitney 
[10.1 Ji RE oh, POTETE AE SCM 10.15] & 到 [10.28], 以 此 两 本 Boo ca] 
ni 10.27. 

Vultee xWA[10.3], [10.7], [10.18;7b Br f SERESTELER Bib, Abi LIE n UT 
By, AU IE REE gE Ao SIDE T F9. priate diea HEMA i np Gc TE up x 
LER IARE, A HUE E RB, MEQUE ADE HAY SCRE 10,21, Tuae 还 
SOT EY BS oN A ORE. HE aE HRH, 当 且 仅 当 它 不 仿 Yono 氢 阵 ， 或 省 不 
HGH. RAREM*CK,), MK LL) 作为 其 余 轩 了 这 个 周报 更 详尽 的 讨论， 可 见 
文献 10.19 181[10.4].. (XP FonogAPE(SE Gb. 505 3] 8810.22 ) 

GOES TER, WORSE 10.201. AAAF LEY ERE LL de. Hox 
[16.25 fii 10.29 [, 


ARTIO. LOTA HAREE (Shannon ) JE 35 JE T H E. 可 参阅 文献 
[10,30 j, [10,31] £L 10.4]. 

ELA 3E P bs YE EMSA. EAM RARE (transversal theory) 和 图 
wi LT e T REGERE. A ML REO. 24], [10.30] [10.14]. 

Lawler[ 10.27 d UE SRW ii ERFARE. BARS EORR 10.32), [10.33] 
AL 10.4]. 

TIRE BUS S foil Ae S S nh FSH PE E REA ERE, SCAR 10.34 129510. 4310110. 37] 
Ae ad Tod UN SEB S SR. 


X 
E 


ELI 


[2 
[7 


= 
e» 
co c D 
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10.1] 3 8 


MIS LMM, ACS, pXF'BSMCCAUXIEEXG. Si xqEMImp RSEN. XnA- 
S, WM: VRS LIEU UL SURE 

A SsdéHd none. EUIS SOPHDÉGUTDE EREDT k TOUERCPAEER AJE 
ERER th te BED Gr ix iD p HE k fS ^, WAU, wo 

SMES DIRE, B. BAMA DAR. TO, BB, 和 如 ,之 间 疗 在 着 一 一 对 应 基 K, 
JR AEM Fe recB,, (B.-e')JUe MIA. ix e^ AB, Pah e WIE, 

RRB. BRUM, HX CB, RUEREX, CB, # B(B,-X)UX, M(B, 
X JUX PMA CMLL.) CABE IEC 10.12), BRA) 

SER SHELT ROARS, LX TZmENISTRIJUGX. Y. x€XUY, yeX - Y, MEE 
ZEP, X (gf&yeZ(XUY) x, MARE: Sb RHR D 是 拟 阵 A IR e TB SO me 
[10.13]) , 

WAC EREM aC, MEA: FEB, 3t(Ef$C-C(a, B), ; 
AUR BUM Me, HxcB. DEN: Pira- Aie, EBC NGB- wa 
WRC RAPEM APL. x. YECPRARWTR, MEA: Eee AMY. idR CN 
法 和 它 元 者 的 社 回 路 【文献 [10.25) 。 
令 柚 是 8 上 的 氢 隆 ，X、 才 、z 是 S 中 不 同 的 元 至 。 如 杂 丰 在 包 售 芝 和 3 的 回路 全 利 旬 Sy MZ 
MAES, Fear We we, 

PACS HE S bRHUMEM ICE BIA, AIO BOEXCS-A.cCA Jx)-20À)— 1, d dE: 

i NEUE 
SMBARES ENE, SHFR A MH BCA S rA BUE Fee CAUX) oC 4 o6 
Haye, END. l = 
(a) MRxe MB se(AVUyh, (ARRAS, MAY BAEAU p, 

Cb) XXXAFA, SERWICA, REMBRERMC, TC-A={ x}, 

SLAME Mi) @FHESHRARAFR. HH: HAMMER, HASS- HAM 
的 补 回 路 。( RLTCHR[10.45, !BABPP xix MMAR), 

EE: WRMEAS EWP, BACS, PAA TREGIM- TRL, CRS 是 
MARHE AT g MSS, ' 

WEMES EAMETS, EA; 

(a) M[T-(M|X)IT, 
(b) M-T=(M-X)-T, 


(c? 
(d! 
19.75 


10.7€ 


10.17 
10.18 
10.19 
10.20 


10.21 
10.22 


(a) 
Cb) 
qe 
(d?) 
10.23 
10.24 


10.25 


10.26 


10.27 


te) WAM, WM, FY gh 


(OM [ X)-T=(Me(S-(X-TI)[T. 

Cu Xyr—-o0M | 8S. 0X - T)- T, 

HQEYF SHE MBAR MY, MPRBREAAT AUR, RAS ERBAMRE 
SFG, RATA. EW CRAIN, KERAM S MEM, XH 
BOREIA TO Pe HY, 

HI RGR B4M(G) Bi, 4AR4YGH2-4R. 

TH: S DUIS PRM A Pod, 4 EXPE TERE SIOXCT SEA, FEA 

e{ A) 4+ eCS-A) - e(S) 

{ 地 文献 [10.11)。 


KAFRRL EAD, AGAR, SAMY M( GUM A) UC ART. 
EY, HIMU. ,可 在 除 昌 Ft 2 ) 外 的 每 一 个 域 上 表示 出 米 。 

YEO, 拟 阵 是 二 元 的 ， 当 县 如 当 对 任何 回 是 C 和 补 同 路 C*?， | CNC* | 22, 

SIERRAS SHARERF RE. SOF ROR APNMABR, TH. WRR A 65 
Ay IRAs TRA, RASH RR RM REE S LAE BHA CO S o35 HEC 的 
di REREAD PE TE S T RRS, HREOC OM) RPA ah IK, Of 
S ERRIAN EU) BE RUPEE. SR AR AULA HB (CL ae HHS), 

GEM): fg ko EPA AE RE, 

Panos F jig MYERS 11, 2, 3 4 9, 6, 7} ERAR, Hop ERN SEE T { 1， 
2, 91. fl, 4,53. th 8 23. (0 4 7h. (2, 5, 6), (3, 4, OF MUS, X, 

CIR BD ASAE Ce. EW: FRE 

IX. 

= he RB, 

EHI, 

水 站 图 询 。 

Wc. K AR Ic BRL PE AB Fe DE AR GPE, 

BRS VARA RHE ig 65 3E NUS ARIE R RR). WAME A — Pm gem 
435. HH Sha. Wed]. IO, CAE MI RRR 

CDE RASMAMIT, ARY ROWRAMATCHEES, WR AURI ATIY i E 
SPH ME. MXT EARE. TERN: SR RT X EQUI hoe 集 ( 这 样 的 
MR AGammoid, ) (W xAKC 10.4512, 

SEA A M Ab AG nf ALA. URSI ATER, NIB, B, 0B, ZARE- o MRA GG 
Ux. ACB, © SUCRE MBE X ER, MT MCR, uj. 
(Qui MURA ABT HIE STA, 

(D)  AUBAMÉES GHITCLS Fe MEAS, HAM | Ta Re OT Alay, 

CO) HURST Ee SIM), ai AMAI Po be Me OP 
CUM UM S ERE, 


HEI Ép (Nei, iB, 


LIDIA m UJ quU NIST -TSOdÜU Aes fcr 
A^ HEEECUM ed PSE, SMUT), 
Ch) Re Molde S CAS CIM oP pay. EVI. 


A= mim [€ o XOA- i 
AEA 


HATS, egdtM, UW fu Pe CURD 10.14], pn.154—158) 4 
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` 10.28 


10.28 


10.30 


0.31 


10.32 


10,1 


10.2 


10.10 
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SMES ERR. TEM: 
(a) MART HARI, 4A POSSE ACS, 
0(A)+1S— Ale Ke CS) 
(b) 号 本 用 于 不 多 于 不 个 独立 集 的 并 表示 ， 当 昌 仪 当 对 于 任何 4 二 S， 
Ke( A) <A! : 
dm. 考虑 班 的 天 个 部 分 的 并 ， 并 利用 习题 10.37 的 结 沦 { 文献 [10.14]，Pp'1sd4 一 158 ) , 
WM, Greedy ARET kek, EMEA kR TAR ip, iX kii k 
RERR K 
=T E E OSLER. SUR TEREE TAT CHf. SEIT ERA T edu. 
(a) Bi: ABBE RE te Aay sz PEF RR, S RES RU GLA, 
(bo RR ARIMA RSE, BEET. REAP AckIYd inge ET fk Ta 
Rabe 
SM BE, CMB TORRAE— PEAR, WE: 
(Ga) 基 太 数 基 中 没有 一 个 元 素 是 本 的 任 一 回 效 中 的 最 从 元 素 。 
Cb) RARE S-TPRAECRMN—THO RPI AIR. H ooi T id 
RMR ARENA, (ORAL 462 PE SUR CEPR RA Ra CIERRE. 》 
SMS ra. SPUERE- TERM., Ce AMEBEBA, TEMO Hl 
HERL EA: 
min maxw(e)=max min we) 


Belh ces c"ea* o act 
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第 二 篇 电网 络 理论 
第 十 一 章 图 和 网 络 


电网 络 就 是 网 络 元 件 如 电阻 、 电 容 、 电 感 、 电 讨 源 和 电流 源 的 互相 连接 。 每 个 网 络 元 
PS RAR, Me MARR OCT) A MERC). ARE fa g 
TEAS PFE GT RE, AA, MUR RRRA EHR HSE i, BP R TE 
ii LAPS, MUR, RARE TSS iy (A). GXXA MOL ea APL 
HAN, Hr3iCO OR d. i-e EE OCR TERE, ST PRA RE 
SSL MBE, Ale eet) HIE, | 

网 络 元 件 的 特性 可 用 元 件 上 的 电压 和 。 一 一 一 [| A 
电流 变 基 之 间 的 物理 关系 确定 ， 注 意 有 些 
MAR LOBE TRL, mi 
— orth AE A, KARTE 


Bon.) BATIRKRRE) 


we —— ev 


Pj £e ze p fg PS EC zt RESET. Wwe. 
BPRRASRKRESR (KCL), RHETT uuum. 
ENBAGHEER (KVL). HRA Ea BUSCA. 
例如 ， 图 11,2(0) 所 示 网 络 的 KCL、KVIL 方 程 给 定 如 下 ; 
KCLJ; fi 

* Ha i,-i,+t,=0 

ho — i, +i, -1,=0 

ab i, 4 i, Figo 


Li 


图 11.2 网 纤 有 问 末 表示 法 
(Q)AAN; HONKA H A, 
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及 VL 方程 


回路 {1，3， 5} Ud v. FU. —0 
bE2, 4, 8) UU, ~V, =À 
ljiil, 6, 2} —9,-pU,— 7, —0 


wep REN, MSHA EE Ub ce REA E AUB At RMA RID 网 络 各 
序 件 特 件 的 电压 -电流 关系 的 各 元 件 电 压 和 电流 。 

注意 ， 运 用 基 尔 夫 大 定律 列 出 的 方程 ， 本 质 上 是 代数 式 ， 它 们 弘 取 决 于 网 络 元 件 互 梓 
连接 药方 式 ， 订 与 确 络 元 件 的 本 质 无 关 。 电 网 络 的 有 些 性 质 仅 取决 竹 网 络 的 半 构 。 企 研究 
RUMBA, WRT RE MER S RETO ROC, ARRAY. Bue, 
SRÍTPTUL IAS d MBE PARMA, ERTS PETAERIDCORICUUNH AR. iH 必须 满足 
BREAK PE MEM EW KR. 

fi, SALORA RAER ES, WE. cb) BRA, 

IER BMA, XPE—4TO4IRN, HKCLAKVLARTSWSR 

Q.I,—0 
和 


+ 


BV,=0 
ix Og, NEN TRES AS A ELSE E, TORIV Lp SEIEN d, 流 和 电压 列 


ts, 3 & 
To P | RETRAS A 


AH. PVCU CWE RRR RS AI o PR P e]. OER ONT 889 083 8] 
Te 3E i E I 68 Sz 1E ZA TE AR ZZ TL ALS PRAE HRS BP Fe CHR. 


11.1 den 0d! Soy tk 


20 EM RRRDERULTE— B Pd RAN C (b SS AT AY GR, BES OCR A 
SER ARP EEO AN RAE GB ERAI PRR, TED RIN 
EAN, 

TENH- TERH, BAQI T TRIN RB e E E HE AU, 
d AGE RAE SPEEA 


Qt. =0 ( 11.t) 
fü 

B,V,—0 (11.2) 
假设 我 们 将 1。 和 VY。 划 分 为 

ate 
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V 
gta 


这 里 对 应 二 T 的 连 支 种 树 支 矢量 分 别 用 下 标 c 和 t 来 区 分 ,那么 式 《11.1) 和 (11.2) 
可 写成 


I 
(Qr. vj 了 |- 0 (11.3) 
t 
各 
u Bl 7 l- 
[ ni v, =9 (11.4) 
EIR (6.13 5 
Q,——BHh (11.5) 
首先 考查 式 ( 11.3 ) 。 从 这 个 方程 得 到 
1,=-,], 
—BHl, (11.6) 
所 以 可 把 I 来 示 为 ， 
P 
L= 
L 
= d It 
(Bh 
— BI, CII.7) 
Wt Ctr. 4) 起 ， 我 们 用 相同 的 方法 可 得 到 
V,-QIV, ( 11,8) 


以 此 ， 我 们 得 出 井下 定理 。 
定理 11.1 l 
1. RUNI BY BC PE TE AAA A, DUNT ORE E 

mags. 

2. FL AEN 06 SOR oo He Re eR CRESCE AS £e PELA, BUB A X Br RE da 

不 的 路 性 组 合 ， T 
AT MMS C117) 和 (11.8 ) ， 考 虑 图 11.2 所 示 的 网 络 N。 

-生成 椅 工 包含 元 件 1 、4 和 5 ， 其 对 应 T 的 By 和 人 @, 为 l 
3 6 上 4 


2 

1 0 0 
s 0 1 0 

0 o 1 
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owe 5> à 


- o loc 
————— 


zu (AV WARY 


"ud fi 0 0 
P | " 
PE Io l1 9 |^ 
Bee 0 lie 
h duobus 
tog 1 f 
| FUP 1 
iis Ly 1 
vl !—1 l m 
V, "m 0 m 
v. d NC ME n 
v | l 0 of, 
v, g l ai 
v, | 0 0 i | 


3019 11.2. SNP TEA. ee, REHNE MARRE 中 任意 & 个 独立 
FAIA, Ose NAR tmo T omg d Pr. 
Lee ARR QE RNR KCL, MARY POR XE, 3 
ee NN 
L=BI' (11.9) 
DOMÜDEBO PURSE NGRAGUKVLISEL COROCNRTE OTE RITE. 3E 
Vi=Qv' (11.10) 
证 明 
TEB NARA RR, WAE- AEE, SPREE 


B,= DB C111) 
Ar e KCTS, BAHA (11.2 9 有 有 

L=Bil, 
将 式 CILLA bat, SUD, dp 

],- B']I' 
dim. SRE eed, Jp 

[B 
那么 

Ql (QBI 

He RUE G.G, O.=0 
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则 KCL 是 满足 的 ， 
2- 可 以 用 对 朝方 式 来 证 肖 。 o 
AFER (14.8) 和 《11.10 ) 分 别称 为 回路 变换 和 制 集 变换 . 了 和 站 的 元 素 分 别称 为 


回路 变量 和 制 集 变 量 ， 通 常 ， 回 路 和 人 割 集 变量 分 别 是 诈 文 电流 和 树 支 电 正 的 经 性 组 合 ， 然 
m GRAP ORE) 变换 中 使 用 B;(@)， 那 么 连 支 出 流 ( 情 支出 压 ) 12 1 28. 
sous. 

F 列 变换 

V. —-A'V* 

Eu iod, SLA RRR, (AA, DONE SCERAMHAEN. 如 果 RAK So t 
点 ， AY He ARITA DEAA RC BRNO AUR. 这 些 电 IRKA Y- 
考点 电压 ， 稍 称 网 络 节 吉 电压 。 
7 fei] BITellegen CBE 11. 1] 提 出 的 一 个 有 有趣 站 论 来 结束 本 草 ， 这 个 结论 很 容易 由 加 路 
Al HE Ke HE Sp aH 

定理 11.3(TELLEGEN ) Xp Aon MEN MN , AI, db 了, 和 
YAMA RN AN TCHR RR, BEL ALA GAMER, BA 

1.ViA,=0 

2.00 <0 

证 明 

1. 设 B, RIQ dE NX RE P HE HORET TO AGAS p UO M dm P. DON N BIEN f g 
Bd, AGM, BAO AWN ET MEE, 

ED A, RIA 


V,QIV, 
T 

4, 2 B: 4, 
BLL 

ViA =V} (QB; A, 
UE pa [M 
Via,—ao 

2. 可 用 对 依法 来 证 明 。 n 


HMA ( Tellegen ) ALLASIO, MERITE, W 
XR 11.2], [11.3]. ÆR EE, RAI S I FEE BR RA M HEC ZI 
敏 变 中 的 应 用 。 请 参看 文献 [11.4] 利 [11.5]， 也 可 看 文献 L 11.6]， 

11.2 IEEE IE 

fe REBEL A HB AR TA, UA THERE Gee — t LA DOR ESAE ER E 
FD, kde E BUR OE H4 A PP PHBE ( 简称 vi) OE A bg. dn 
而 ， 这 些 方程 包含 有 大 其 的 变量 。 正 象 我 们 在 定理 11.[ 忠 看 芭 的 那样 ， 并 非 所 有 的 变 基 都 


211 


BC. tm, ERB ETL, RAEE A E EEE DILE PU SER RU ILICE 
Portti KCLYE, RUS, RUE S DLL SC SCHO ER EOS TERCIO o] E e Me oe XC S 
KVLJS, RIAA SEM, CORTE RIA RR LAT 程 组 中 仅 包括 电压 和 /或 电 
流 的 子 集 作 为 变量 。 这 样 的 丙种 方程 给 ， 称 为 回路 和 着 集 系 统 方程 ， 就 是 在 本 节 中 引出 
的 。 为 了 得 到 这 样 的 回路 系统 方程 组 ， 我 们 用 回路 变 AA KCL， 而 且 在 这 种 情况 下 ， 
回路 变量 将 作为 独立 变 申 。 为 了 得 人 这 样 的 乔 集 条 统 ， 我 们 用 割 集 变 换代 替 芭 VL， 而 卫 在 
这 种 情况 下 ， 洲 集 变 最 将 作为 独立 变量 。 

汶 虞 一 个 连通 前 电网 络 村 。 我 们 假 没 信 仅 由 电 取 (RR)、 电 容 (C) 开 电感 (1) 包括 互感 ， 
独立 电压 党 和 电流 源 所 绝 或 。 并 假设 电感 中 的 初始 电流 和 包容 上 的 补 始 电压 用 适当 的 电源 
«i$. Hy, SORT cis DG UBL OR Ee A I HR, 

ENH, uxo SRTRERMAS, Boum JRGX ROM ROBE. BA, d 
据 KVL, ARERR 系 ， 从 migk IR T xus Reds Dr en PR 
|. WNP, Rd LAM EMR. AR, RRE... ENH 存 在 一 个 
包含 所 有 电压 源 、 但 不 包含 电流 源 的 生成 树 。 这 样 的 衬 是 我 们 推出 回路 和 制 集 方程 系统 的 
起 点 ， 

我 们 首先 推导 回路 系统 ，。 

设 呈 为 给 定 网 络 的 一 个 生成 树 ， 而 且 人 包含 了 所 有 的 电 于 源 但 不 包含 电流 源 。 注 我 们 
划分 元 件 电压 矢量 Y ,和 元件 电流 矢量 1 如 下 


和 


TP eR 1. 2 条 3 分 刑 表示 对 应 丁 申 波源、 只 LC 元 件 、 上 电压 源 的 秋 量 . & B, 是 N 对 应 
TM TRA RR. AM TN WK VL SE 


V, 
RU 
V, = 一 BT 一 BF， a (11.13) 
fi 
. B,V,— —B,V, : (11.14) 
FRAT BY E Be EHR OE KCL, 
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I, U 0 

1, 
l, = Bj, BF, | I | 
Lm BY BA i 


这 里 了 表示 定 的 无 源 连 支 的 电流 矢量 ， 我 们 从 这 个 方程 得 到 

L=BAL +B AL, (11.15) 

I,—7 BI, Bj, i (11.16) 
TE. ERP. OE Ne RO YR Jes SE WV Hg. 

AnRZ,RERLCOLUHBREUEBE, WARM fF U-EXOR WDR IR 

V,—Z,l, ( 11:17.) 

HEX Cif. 14 ) PE AGR (11.17), WE 
B,,2,1,= —B,V, 
在 上 式 中 代 人 式 《11,15 ) FER, ME 
(BaZa Bi I, —ByV.—B.Z, Bil, (11.18) 

EE DURCA e nup AERCÓS MER ARCU EEAH, BAN p PUE B Ac H. dE 
意 ，K 一 7 等 于 移 洗 加 中 所 有 电流 源 后 所 得 网 络 的 零度 ， 

式 (11.18 ) 中 的 矩阵 Ba ice te 

Z,— B,,Z,B., 
FEJN R6 EI Fs -EH DLE PE o AUR FI AEN BUR ER ICA Z VEREOR TAL OTE AERE 
Bum. (AF BABLRAMRKRS Fon, UZ CREE A SERI a 到 中 有 
GA, WIMSZ EM, Zik RRR. 

-URM (11.180 确定 了 工 ， 那 么 我 们 就 能 够 用 式 (11.15) 来 确定 TI: ,并 且 用 式 
《11.17 ) RAEV.. RBR (11.13) A (11.16 ) KREV A, CUES, LAVA 
有 给 定 的 值 ) AAH EA 06227 8 8 NP BT. 

注意 : MEARE OEDI Ri ARRA KVL 方 程 ， 然 后 用 回路 变换 而 导出 的 。 
出 完全 对 偶 方法 ， 我 们 可 钛 导 宙 集 系统 方程 组 如 下 ， 

我 们 先 写 出 有 &CJ, 方 程 的 分 块 形式 ; 

I 
Q Qu 0 | 
Q, On | u =[0J 


这 里 的 系数 簿 降 与 N 对 应 于 人 的 基本 割 集 奸 阵 是 --- 样 的 。 
根据 这 些 方 程 ， 则 得 


QI, =n, | (11.19) 
I,—2 —Q41, —Q,, : pj zu (11.20) 
HAS Poe RK VLA. 
V, Qi, Qi. 1 
I. Hor e|? | 
V, 0 U ° 
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OB V FET MCR FR EE I. RERET E, W 


V,—-QI, V,-QI,V, (11.21) 
V.-OUV.LEQLV, (11.22) 

如 果  RENTURLCSG (H6 PORE, BA GO To ARR A 
I;—Y,V, (11.23 ) 


长 在 推导 YI V.XGRSQEREO;FRB. MAT BIEISRAUAET. 

FER (11.19) FIRA HK (11.23), WE 

Q,Y,V,- —Qul, 
FELLA ILA C11.22) ,. WIE 
(QY Naaa T,-@,.¥,01,V (11.24) 
PoC aL BLU T Pn aun! WR RT, 3x "-———— A YER: Pone 
AT ON p HB TC HUS PG FE. 

aC C11.24 ) Ww inui pe 


Y,-Q,Y,Qi!, 
BOS NAG ME TRER. MER NY GEL, TG ee I. MAN PAER, 
WRN Y X 是 止 实 的 ， YERIS. 
— HARA (11.24 ) 确定 了 Vs， 那 么 我 们 就 能 够 用 式 ( 11.22 ) KEV I 
at €11.23) XE EL, JEU IR ER (11.280 ) 36 (11.21 ) KALLA, 
DUE BT as a SE IR 5:77 BUD EU REGI Ee. 


图 1!.3 RB 
EARLIKE, ix bn AARRE KARRE, Gmgmil.s 
(b. RERET EA, OB IRA. TES TRL ALR IR fa uL 
UR. WHF TK) REAR OL AE A ME, TR op RA aS E P. 


214. 


从 这 些 矩 阵 中 得 到 
B.-[0 0 —1 —!] 
Bye tl) 
AY E 0 t 0 
“ |0 1-1-1 
—1 
22 0 | 
EON 
o4 1] 
1 
—11 1 0 
ie ie 1 0 d 
Qa =Í 1] 
Q„=[1 0 0 0] 
此 外 还 有 
l/s3s 0 0 0 
0 s 0 6 
Z,- 
0 0 1 0 
0 00 1 
as 0 0 0 
Y,- 0 l/s @ 0 
0 9 1 0 
0 0 0 1 
和 os 一 人 
TOT 


Hex (11,28) AC 11.24) HRA Est, MERA RE RAT ULT, 


ER 


: Ed = 
33 十 1 十 s e © ols) G 


8 


1 1 
* Its lot 


fE— NEN MR KB SEA I AY LE RECTE US SEI EN, 
其 方法 如 下 ， 

RAENA SOR, MAL See, IRN ARS HASTA, ALLA, 
MARFA iste PROCITE Ri RR. MORE, FA RRC EIB RAN jAi WAA 
At. WANAKCLI RUE A 


1 
Ts 


此 外 有 
1 =YV， 
REV, ERLCTUEM BIKAR St, YAMS RENE. He A Mec 112) 
则 有 有 i 
V.—-ALV, 
REV ETARKI. BE, SHEKCLOPEL, up ens 
(ALY LAT OV. en A, 


AA AAA RA AA 


11.3 混合 -变量 法 


木 闻 ， 我 们 将 讨论 网 络 分 析 的 混合 -变量 法 ， 在 这 个 方法 中 ， 一 些 独立 变量 Bnrm, 
而 舅 一 些 臣 电流。 这 种 方法 本 硕 上 是 回路 法 和 所 集 法 的 组 企 。 我 们 仅 讨 论 包含 独 宰 电 不 浙 
和 电流 源 的 RLC 网 络 ( 没有 互感 ) ， 这 个 方法 也 可 以 自 接 扩 殿 到 包含 村 感 的 网 络 中 。 

考虑 - ' 个 连通 网 络 再 。 让 我 们 把 N 的 元 件 分 成 二 个 集合 马 , 和 已 ;， 以 使 E, GA 所 有 有 岂 
压 源 ， 卫 :包含 所 有 志 流 源 。 设 N，' 是 从 人 中 移 去 也 ,得 划 的 网 络 ，N# 是 收缩 已 ,所 有 元 件 后 
FGA MS. RT ENRERE TNT, BMAT=T, UTA ENM ER 
P RGA 和 T,， 以 使 ?包含 所 有 电压 源 。 但 不 包含 电流 源 。 让 我 们 定义 

T,= 人 ,的 子 图 ， 它 包含 除 电 正 源 外 了 ,的 所 有 元 素 。 

T, =N hT, fth. 

T, NtibT, fae. 

T,-T,m iim, Ce Wei WOT MAR, 

ERNST BV Roo CRLF, 
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SETERE, J, 1, 2, 284 RISE, SOLER, Tn Ta TAT TH 


TRAV A NTR. AST RB, MO, ee, V 11 RE SER 


KVLAIKCLYF; 
^ Ve 
C) (Ta) (T,) (T3) V, 
E 1 2 3 4 FY, sro] 
3 la B 9 U 0 oF ¥, = 
43C D F 0 U 0 V, 
IiG H K 0 0 | U V, 
CEE. BRM WHYS. ) 
E 1 2 3 4 J d 
EU 0 -A -€ -6G' [1, 
m 
ilo U 0 —B: —D' Ht I, z[0] 
I, 
2/0 0 U 0 -F: -Kt: I, 


APE (11.25 ) dn ( 11.26 ) 中 的 第 二 个 方程 组 
FY ,4+V,=—CV,—DV, 
I, —B!I, 2D'I, -H'l; 
利用 2 一 关系 

V,~Z,I, 
V.—Z, 
I,—-Y,V, 
t,=Y¥,V, 

我 们 就 能 把 式 (11.27) 和 (11.28) 写 成 
FZ,J,+2Z,1,=—CV.—DV, 
Y,V,-B'Y,V,—D'I,- H'l, 

根据 器 路 和 制 集 变换 ， 则 得 

I,2F'f,4K'lI, 
V.- — AV,—BV, 


CIE 


C11. 


C11. 
( 11. 


( 11. 
( 11. 


Cu, 
( 11. 


15 
vr 
~ 


MEERI AV EAR (11.29) pip 30), 3f p Se xm, TE 


Z,-FFZ,F' D —FZ,K'| V, 
—D' Y,T-B'Y,B E A H* I, 


开 式 称 为 混合 方程 织 或 温 合 - 变 景 方程 组 ， 

RABE, -N HEAR Word. MV, WAR WH RR 就 能 够 容易 地 用 式 
(11-25), (11.260 DL IM BR, X SE RR HG, 

注意 ， 当 我 们 选 B, 一 名 入 ,二 EE， 那 么 混合 -变量 法 就 变 成 了 加 路 法 ， 如 选择 E, =E 
AE, = D, ABA -BRERERT MRE. REE RN MARA. 

it, BOREIA EE TAN HANS nns PRR, REA, PONO 
CONT ARR PE, ME RAR, RS ITAMA AN AERA EN E, 
E, ) JE SIACN O Ee (NT ROREM TD, RE T iib. 


11.4 图 的 主 划分 


木 节 所 皂 述 的 图 的 主 划分 ， 是 由 Kishi 和 开 ajitani 在 文献 F11.7] 中 提出 的 ， 我 们 将 会 
HH, PAGH ERM Ric MASH G IpHSE E MOE, EL Ef S Bor 析 时 ， 
ik Fhe) 4 SCS Ee RIE ETATO ERER. JAG. 8] 
AG as, 

考虑 一 个 连通 图 GG。 本 节 中 所 考虑 的 局 的 所 有 子 图 都 是 边 - 导 出 子 图 。 因 北 ， 一 个 子 
图 各 它 的 边 集 将 用 同一 个 符号 来 表示 。 

GP ERES HE AURE TRITT ERI d CT， 了 Te) 被 定义 为 

d(T,, T,)--|T, —7,1«|T,—T,I 

We aT, T) EP HL ERAETT CT P BREET CP 2g 8 in RAT A EE A 
d(T,, T,) — ^C) — ET AIT, PALMAR KA 
二 K(G) 一 在 T, 和 T, 中 公共 连 文 的 数目 

ARAFA GK ERAT AT, WALT, TOÓQO TO 那么 便 称 生 成 树 T， 
ANT, FL Hi AR. 

gi. T,— 12, 3, 4, DAT, = {L 3, 5, SPARTAK Bg 生成 树 对 ， 如 图 


11.4BTR 
定理 11.4 RT, AT. WRT XE SL G CK 
TE S A BEI 


1. 对 应 于 了 ;或 了 :并 及 由 TI 和 了 所 会 有 的 g* 
支 所 确定 的 名 的 基本 回路 不 包含 这 些 和 后 成 柱 所 公 E 


HRT E. 
ola 204 TT GET ah T MT A Rt 
支 亡 和合 定 的 如 的 基本 割 集 ， 不 包含 这 些 生成 树 所 公有 的 连 支 . 


证 明 
1. 馒 设 对 应 于 T，,、 并 并 由 公共 连 支 已 所 确定 的 G 的 基本 回路 包含 了 公 其 树 赤 5B。 蛙 么 
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在 了 ,利生 成 村 Ti = (T, —b)Ucz B E Rd(T(, To, WE 
dTi, T,=d(T,, T,)+1 
“COT ATL AR ARAR RH. 
2, Hoo p BY UE HAZ Oo 
EASE RMT AMT., CRABS, CEA. RAH 
P:cT ,e,7,e,T, ve 了 tb 
这 里 * 不 是 了 ,就 是 T:。 如 果 卫 共有 下 述 人 性质， 那么 就 称 为 从 公共 连 支 c aako, H. 
KEA i RETA: 
1.7, AT, EPP CE A 
2.e, YE AE TT, FA CHM BOSE eL IB. 
8. b E Go BEPT*,. JEFE Be Pr SEIS AES [a gr. 
4. fn e Me, APA De; Tue; BM, RET =T, RT, MARAT MW-TER, 
ej, WETE ORE, Ae, EEXEICPT., EB pre; EE HR RE UE AA Je f 
?g Re Xr, np Faser See nt 
Wa. KERRI, FEAT WE Sb JH 6 
PARR AEE X ACA IBEX 88 
SJE RAR Ra. HRS, OUR 
PHAREED HAERE b AMM 
EJEA, MAPI P' 将 同 倒序 写 出 
iy PPE, FEM DAY cya He. 
2$ 475 2e FEL 11. 5r o Pt 
T, i, 2, 3, 7, 10} A T,= (2, 
6. 8, 11, 123, IEEE EIS RT AT, 
HAIwS, 42T, AT, 的 公共 


BR 11.6 
Rie, BUE 
P:5T,7T,8T,2 
JEM, 5 $52 的 派生 序列， 而 
P':9T 87,775 


全 从 2 到 5 的 派生 序列 。 

令 fT 利 IT: 构成 了 最 大 览 离 生 成 树 对 ， 假设 存在 -- 个 从 公共 连 支 c 到 公共 树 支 5 的 派 
RETE AY 

P:cT,e,T,b 

HEREN. WEATSHIIeCT.—0)0e KARRAR ERA, Boh e EA pE. 
CAR. GEM, ABA RERET. SPB SSE C Pa 6g Ho pu Nr 
IB. RFM AFER. BP. BAEK IE. M cc bi IR ASI, Hay ty 
WAGE. PRT UAE TE HR AE ERIE A 108. M ba e PURE RS, 

定理 11.5 Ke fib PANTERA IFLE EUREN TAT ARE ES os] i. 
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METAT ARAM, BARA CB b ISTEIEIETI, th RAE EM DE cU ORE 
序列 。 
证 明 
证 册 是 采用 对 任何 最 大 距离 生成 树 对 的 派生 序列 的 长 度 进行 归纳 的 方法 。 
如同 我 们 刚才 看 到 的 那样 ， 对 于 任何 最 大 距离 生成 权 对， 都 不 存在 长 度 为 1、 认 公 其 
X X Sy Zt CRECBETEAE RESI. BUE IE RUIN T ko 2 的 这 样 序列 不 存在 ， 
如 果 存 在 一 个 最 大 距离 生成 树 对 了 , MTK, EEA., MAIER HARRE bH 
派生 序列 
P:cT,e,T,¢,T,--e,T*d 
那么 这 个 派生 序列 将 是 同类 序列 中 最 短 的 。 因 为 根据 假设 不 存在 长 谋 小 于 七 的 这 样 序列 ， 
MRI=T,, MAT MT =(T,—b) U es 就 构成 了 最 大 距离 生成 村 对， 其 中 为 其 
公共 连 支 ，et 为 其 公共 笠 支 ， 因 为 卫 是 长 度 为 起 的 最 短 序 列 ， 则 可 证 明 
P'icT ie, Te, Tie, Te, 
是 从 c Be, AE EA, TEP AG KR —1, PE TRS, RLY R iP 
在 长 度 为 k 一 1 的 派生 序 麟 。 
BE, MRT*=T,, MAT MT =(T,—6) ve, OR TRKE EAM, Kec 
是 其 公 其 连 支 ，es 为 其 公共 树 支 ， 可 以 再次 证 明 
Pr:cT ie, Tie,T,--.e, ,T,e, 
Ec 到 e: 的 派生 序列 ， 轩 为 P* 的 长 度 为 k 一 1， 这 也 是 一 个 与 假设 担 矛 盾 的 结果 ， 
Bib, ADBIEBEB. WARMER AAR AMIE RAR R BEN. IS. MKS 
的 ， 从 公共 树 支 到 公共 连 支 的 派生 序列 也 是 不 存在 的 。 a 
oe MAKER RTL, Bla cRT. ATHARE. Gam wk TY 
G.， 可 用 如 下 方法 构成 : 
idEL ANETT, X Boh e Brio an EAM MOM AWA. WBEM., 
工 , 不 存在 公共 树 支 。 
2 , 设 卫 * 是 对 应 于 T,、 并 县 由 ,中 所 有 边 所 确定 的 所 有 基本 问 路 的 并 。 恨 据 定 笨 11.5， 
工 ,中 没有 公共 树 支 。 
5 .重复 上 述 步 骏 ， 我 们 能 够 得 到 辽 集 了 Ly WEI, AAG bey =Le WI, 
那么 在 边 集 Ex 上 产生 的 诱导 子 图 ， 称 为 对 应 于 c 的 k- 子 图 G。。 
在 上 述 的 进程 中 ， 用 牢 集 兰 代 回 略 ， 树 支 赫 代 连 支 ， 我 们 能 饮用 完全 对 便 的 方法 ， 来 
OEC AdCBEE b ATAG. 
NMEA YE KHL FAG, RAM TA IE REGE BK FRM, MAF Ax PEE 
ff) 3: Y PE GE AL XE PAA Se CR Kp A. 
elit, ERN ABR, MMP XT. — (2, 3, 4, D T.- (i, 3, 5 
6 } 的 主子 图 口 , 和 G ,为 ， 
G,={6, 7, 8} 
G,— (i1, 2, 3} 
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文献 [11.7] 已 经 证 明 主子 图 ,和 G ,没有 公共 边 。 因 为 如 若 它 们 有 公共 边 ， 那 么 我 们 
BY LA F3 — PIAA ESE e Bp s CRI S D UE P. 

因此 ， 任 何 图 各 出 三 个 子 图 构成 : 

G, 一 一 对 应 于 公共 连 支 的 主 闻 图 ， 

G, 一 -对 应 于 公共 柄 支 的 主 于 图 。 

G,— -G—(G, UGOR TH, 

HGRA CO. Go G.) 称 为 如 的 主 划分 ， 

BEER, ARLI PEACHES EER, AES FEE UDECRR SL A E 
离 牛 成 树 无 关 。 

ETAG., CC Mk ARERR AVE. BOT eT ES. 

PLG, AARASHEX, GHALHK, G.PARAABMEK, MEARE E, 

P2 .对 应 于 克 , 或 了 、 并 且 由 G, 中 任 一 条 过 所 确定 的 任何 基本 回路 ， 仅 G H ag xm 
HR, i 

PRUETT, AHG HE- RARER EAR, OG. P a 
BUR. 

P4.7T, 1G, AT, NG, BAG, HARI 

P5.T, AG, IT, Ga AG aye Mla, HORG RC Te ALG une 的 CR unti f 
到 的 . 

P6.ft- : 边 的 端点 都 华 G, 的 相同 片 中 ， 这 个 边 也 在 G1 中 。 

P7 , 任 一 边 的 端点 都 在 Go。UG, 的 相同 片 中 ， 这 个 进 也 在 各 ,ULUG, R. 

P3.T, 1G, RIT, AG, EBC MER. APG AARG 中 所 有 的 边 、 并 TL. 
去 人 :中 所 有 过 而 得 到 的 . (IX PESTA AU PEN 2 来 证 明 ) 

Ti, MRGHRAALESY. WAG =Z; MREGRAALAE, WAG =e, 

出 图 G 中 边 集 E 的 划分 所 导出 性 质 PII AR 
论 ， 如 图 11.6 所 示 ， 根 证 这 ABO Toe 


a 
E 


E,=AJD I 
E,.-BJKUH 
E,-CUF 


RHE, EME SSR G., G,RIG, 的 边 
注意 ， 作 为 性 项 P ,种 Ps 的 结论 ， RR fi) 8T 

fs) |Al = ID 和 :Bl = iK, 

寿 上 泗 讨 论 中 引出 多 结果， 时 出 了 如 下 定 


Fi 11.6 


A. 
定理 11.6 H-U CG, Gi, G,) 为 其 主 划 分 的 图 G， 
LURG AØ, WAGU). 
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2. WRG, +5, WAAG DSG), REG EKET CG, UG, ) PRA wya 
fi. 

$./ (Gi) »(G), KEG Uo Y Geop GS. HEET Gi H Br xim i 9 
WEL 

4, ALARE KE HPG, + eG) + PCG), 


证 明 
T RE MPAA Al = 了 | 这 今 事实 ， 则 得 
£(G,)— IA] 
WRG ED, PCG, < |D: +4 0| 
=1(G,} 


‘2. EIRPS A |B| = [KY HIG 
e(G;)-» B: c EH] 
WEG +Ø, AG DSIK 
' uG) 
3. HEP BAL C = iF eae, WY 
&(G,)—|C| 
-|F| 
—gA(G,) 
4.G 的 任何 两 个 生成 树 之 间 的 最 大 距离 是 
|A|+|B iC! =G, )+u(Gi)+ PGi) O 

Wd, AR— PACH PERS AR. 设 (G,, G,, G,BGREMSs. 

WARK LEE. FUA 

d, -AG 3+ GY HAG) 
WBA +E OG ETA (CG. UG.) REM, HPEQGLUG ARATO 中 所 有 边 
eS UY C wEI.8). H 

d, —/(G,) EGG, G,)') 

RE AE E SOMME RIO. CERETTA, Gitte r Go 中 所 
iy PAA, SCARLIL. SJB AUER 

de P(Ga) + ROI) 

"uli. WR ATER TERRA (E, EL), WAG )+TUG RET RAR 
Sri RR A. BELA, FTL AL, dR AEA p E CER A 最 小 数 。 
PRAT HDF GRAS v. Un. TR M AT Py PY EE el BAY 
Tipp Si et o, PLL 1 FAR Edu RS A 

G,={4, 5) 

ii 46, 7. 8) 

Gy. iL 2, 3} 
可以 证 实 
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&(G,)=1 
HG, UG,)>')=2* 
所 以 
da3 

因此 ， 这 个 网 络 的 混合 -变量 分 析 仅 需要 三 个 独立 变量 。 而 回路 和 割 集 方法 都 需 EAE 
ALE RE, 

XM 80 rd i I Aet D Dl die. XREN GE T A OCGA) + 
a(CGi) d, Ace RI} CB, Ba ) 的 有 趣 性 质 。 

XR 1.7 JBLUS[ 11.8 XE PLE RAT OR CK SERE. ORARE IL. Sie — 29 BE TI STEPS BO E 
WSR. CRDI jt p Te eel T UE. 


11.5 状态 方程 


在 11.2 到 11.4 节 中 ， 我 们 讨 沦 了 描述 一 个 网 阁 方 程 的 回路 、 荐 集 和 和 混合- 变 BA 
组 。 穆 村 诚 中 ， 这 些 认 程 都 龙 微 积分 方程 ， 本 节 ， 我 们 将 录 出 有 关 一 - 阶 微分 方程 (没有 了 入 
HAMAR. RAHAT 2 ~-, PERCE RRP AAS KER HE 
EAMG RURGATRORR RSH PED. NET. RAKE APRA. AWE 
WY FAT AY aE AER YE ER, BOD ARI A ROB. Sint ke oma san dodo fg He 
WORT RLC A , 

电网 络 术 的 状态 方程 是 用 电容 电 汗 和 电感 电流 的 导数 做 为 变量 而 形状 的 。 AR, 
非 所 有 电容 岂 床 部 可 以 被 选 伐 独立 骞 量 ， 这 是 因为 在 网 络 中 可 能 存在 仅 有 上 电 窜 构成 的 问 
路 ， 同 翌 ， 并 非 订 有 电感 电流 都 能 被 选 做 独立 变量 ， 这 是 因为 可 能 存在 仅 册 电 起 构成 的 拓 
dE. 正 像 州 珂 路 和 贿 集 方法 分 析 那 样 ， 推 导 状 态 方程 的 起 点 就 是 选择 适当 的 生成 桂 。 我 们 
Re Vx HR MERN, ie EA. 

1. 其 有 所 有 的 电压 深 ， 但 无 电流 源 ， 

2. 具 有 变 大 可 能 的 电容 数目 ， 

s. 具 月 设 小 可 能 的 电感 数目 。 

按 上 上 述 要 求 选择 的 生成 树 ， 称 为 正规 树 。 

给 定 一 个 网 络 ， 设 人 ,为 对 的 一 个 子 集 ，N 中 包含 所 有 的 电压 源 和 电容 ， 设 N, 足 和 的 
ATE, NPA SHANE, HAARE. NAGE, BER FER, 

LAN B/ERUMT., UAT, PRET MORE. 

2. PG TEN ESAE RAT 2, JPL CT, 

8. Eg REET p MA He BR INA c p RET yx FERE RE SCREEN MEA RT 

举例 ， 图 11.7(a) 示 出 的 网 络 及 其 正规 树 ， 和 如 图 11.7(5) 所 示 。 

在 选择 了 下 规则 之 后 ， 让 我 们 把 元 件 的 电 庆 矢量 了 ,和 电流 矢量 L 划分 如 下 ; 


+ BXXaG.UOC.M2, — K E 


In |) [Im 
Jes Í; 
REFRE, J. C, RALARWRAHAR. BiG. BA, BIR ARR. Pint M1 
分 别 表示 了 的 树 支 和 连 支 ， 
AER RHO, =[U QF REQ, RT Maw 
-一 .> 连 支 
C R L J 
E | Qa Qs Qu Qw 
3 C 外 rc Qc; Qoa Qu; 
BR 0 Qn. Qu Qa: 
L 0 0 QO, Qu 
TEA: One=0. MATT AEM TX SARA BE, WAM THR Fx 
向 训 下 这 个 电容 ， 这 将 学 致 某 个 生成 树 比 了 多 一 个 电容 。 因 此 ， 这 将 PLM 
E. AMMA, RfE =, Qrt, 
HEKCLY E 


(11.33) 
Or, 


人 = 
因而 得 到 . 
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Tg=—Qacl os — Qual ji Ql — Qul; ( 11.348 ) 


Im —Q.clo —Q, «I n7 Worls— Qe IF ( 11. 34b ) 
m Qarin Onrlu - Qul, (11.340) 
l= ~Qorl nm Qul, ( 11.34d ) 
SOE TT ps BY SR E GB 
Vig QieVetOQicV os (11.358 ) 
V i=in V g-QiaV ei QhaV at ( 11.35% ) 
Vr — QiVgbQÓGVucQVaud QV 《11,35c ) 
V,-QUV at OhVert QE Vert QV (11.35d ) 


i&Wbxftüyo-X XO" LEAR, RNAV Wl, ARRAREN, HARE 
FRE BN E. 

SERA, APRN BI n Vo 和 To。 对 于 电感 ， 不 需要 的 变量 是 Yrr、T2: 和 
Ya， 下 而 我 们 就 消去 这 些 变量 。 

首先 各 写 式 《11.34b ) 为 


I 
loteta = LU 91 hi | 
XE —Qerl n: ~—Qo,) zi —Qul, 
dr EX Bl Fd n RR EE 
To | [Ce olg Ve | 
In} |o G| ®lv,, 
It HSK (12.952) AV on WE 


E E: (Vot = -Qcals, - Qul, - Queen i (Vg) (11.36) 


d*--—[U Qeel ola 


kk. WEBI, PRERNPRERR EU SRE, HARES 
PA Sy Be Ay Ew d EIE EE 
FAIRS HK, Mal 41.35C ) 出 发 ， 并 且 运 用 2i 关 系 ， 


viz zl 


然后 再 用 式 (11.34d4 ) E Lus UPR MNF X 


se In =OL Vat Qi a: t+ QV, * 4 [$43] ( 11.37 ) 
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这 里 


Lu Lis U 
s -Qi | 


Jin Lal] o 
ic ml M | T | 
TEX. REMY, RR EMA EA BR HERI SP B Pp ie oed. P EL musto aR 
DLE XL MEG fE REUS TE P US Ln PC DEA B 
现在 ， 我 们 党 须根 襄 式 { 11.36 ) 8C 11.37 ) MV er. WEAR, Blab f 
Bye PXOR. 
Fare GV as 
: Vr Rpa 
FAR Cr1.35b ) fil (11.34€ ) o 48V Alar, — C 08i 5 FE AEN 


lg -GQia’ gr G1 EV tG EnV a ( 11.35 ) 
kt —RQ, 4I — R,Qg,1; Rr, ( 11.39 ) 


Fx (11.38) 846 (11.39 ) 中 的 Is， 使 它 成 为 
(OHR AQQ ir ) Vn RQ G QuV o —BReQurGi RV EQ 
—R ly (11.40 ) 
mL REV ne, SOHO (UTR Qrin) MEARE, x7 ENT 
NEIGE. ux 
G -G, - Q& ,GiOTS 
KEE G+ Qua GLO LL BESEUEPR EAN PRE (RRS) BUR XE Xon, PEL 
SPE DI BLISS STE RES FF SUIS PILARES PA ED, 3A AERE RI NIE fF 
在 。 所 以 从 式 (11.40 ) REBEIHIV res 
Fa, FETAL EIRA EN a BIV ne, JARABE CIL 36 ) 0 (11.2: ) 中， 如 得 
LVF TR aS BE: i 


E ug | | Ve] —X € | Kd pa pid 
cr Lo v li he] 5 =» I | g*a" | I, 
Hed Citar) 
£^] 3 
R=R iR RQ ur 
U — Qc R Qin, HE -De; | Qork QUE. Qar 
l g'—QuG "Dre, L -—Q -QUG Ok r= t (11,42) 
和 


wats Q. lt Qin ec? = -Q OQ. RT Dak Oi 
S OG OQ ys GG Qur GQ (11.43) 
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ERLOA P, ERLABEN, ARH C11.41 ) 重 写 为 
Ver V. v 
E E b- i zx: z] (11.44) 

一 号 我 们 解 式 ( 11.44 ) REV Ay, TV o Im V oL OPES 
他 电压 和 电流 。 文 献 [I1.11]、[11.12] 可 然 出 更 详细 的 结论 。 

BAR (11.44 ) 存在 对 Vs 和 求 导 ， 所 以 出 式 《11.44 ) 给 出 的 状态 方程 不 是 正规 
的 形式 ， 介 是 用 适当 地 确定 一 组 困 变 量 的 方法 ， 趟 f11.4 和 能 变 为 正夫 的 形式 。 参 见 文 
献 [11,11]. 

举例 ， 考 忠 图 11.7(9) 所 示 网 络 。 这 个 网 络 的 正规 树 如 图 11.7(B) 拆 示 。 Qu PE ATR 
分 为 如 下 形式 ， 


V 
+a a 
I, 


2 5 6 
Qr= 
由 此 得 到 
Qre=[ I 1, Qro={ 0 1 
Qar=( 0] Qzgr—.1] 
Qu-[-11, .Qu-[1] 


a! | M e| *. | 


HAERERE, M4 


-— 2 -1 * 1 + 
el 7 el Lil gtfo] 


G=[1], R=[0] 

foo 2:13 EE af? 

eu pee A pes 
#=[1), &*-—[1] 多 一 [一 1 0], ¢*=[0] 


代入 式 【11.41) ， 图 11.7 所 未 网 络 竟 状态 方程 为 ; 


2 —i Vy. 0 0 v 
2i $ vlrioli : 
o ojij li] Ha ofi] L4] Lo i-i] L^ 
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11.6 电阻 网 络 的 无 增益 特性 


我 们 在 研究 电网 络 时 用 一 个 有 趣 的 图 论 应 用 来 结束 本 党 。 

在 网 络 理论 中 ， 众 所 周知 ， 一 个 冉 电阻 和 电源 构成 的 网 络 ， 和 任何 电阻 上 的 电 床 值 都 不 
能 大 于 岂 源 压 降 值 的 总 和 。 同 样 ， 通 过 任何 电阻 的 电流 舍 都 不 能 人 于 和 通过 电源 的 电流 值 。 
电 轿 网 络 的 这 个 性 质 称 为 无 增 关 性 。 本 节 ， 我 们 给 出 无 增益 性 的 证 明 。 这 个 证 明 是 纯 图 论 
的 ， 在 文献 [11.13] 中 给 出 。 

曾 记 得 ， 一 个 回路 欧 所 有 过 用 等 同 于 回路 的 方向 标 上 方向 ， 则 称 为 有 向 回路 。 一 个 逢 
集 的 所 有 边 用 等 同 于 制 集 的 方向 标 上 方向 ， 则 称 为 有 向 齐集 ， n 

无 增益 性 证 明 是 以 Minty WABE ( X83810.31) 的 特殊 情况 为 基础 的 。 即 在 有 有 
向 图 中 ， 每 条 边 或 者 在 有 疝 网 路 中 ， 或 者 在 有 向 割 集中， 但 不 会 同时 在 两 个 之 中 。 

定理 11.7 给 定 一 个 出 电源 和 ( 线性 / 非 线 性 ) 正 值 电阻 构成 的 网 络 ， 那 么 通过 EE 
非 零 电压 的 电阻 中 前 电 流 值 不 大 于 通过 电源 电流 值 的 总 和 . 

证 明 

设 所 有 截 电压 的 元 件 都 用 短路 米 消 除 控 。 然 后 ， 选 择 元 件 的 参考 方向 ， 使 得 所 有 元 件 
宙 压 为 正 。 青 考 卡 某 个 非 零 电 压 前 电阻 ， 含 有 这 样 电 阻 的 有 向 回路 是 不 存在 的 。 a 这 
HMMA IM IRL RE, GP BARS AREY, RAR Sr DE 
律 。 所 以 ， 如 前 所 述 ， 只 能 存在 包 会 上 述 考虑 的 电阻 的 有 向 割 集 。 

设 避 过 所 考虑 电阻 中 的 电流 为 i，。 选 择 一 个 有 向 制 集 包 含 这 个 电 附 ， 设 忆 为 在 这 个 制 
集中 其它 所 有 电阻 的 集合 。 再 设 S HK ART ARORA. CRT TMA 
RERE, D 

it Xi + PEE 
因为 电阻 为 正 ， 所 以 对 于 每 个 电 隆 v0, XH 为 所 有 电压 为 和 下， 所 以 在 每 个 电 了 中 的 电 
流 是 非 负 的 ， 并 且 人 能 够 全 出 
lil + md + EZI 
所 以 ， 
l| «Xr A<D fi 
因此 定理 得 证 ， 口 

下 面 的 定理 是 上 面 定理 的 对 俩 。 用 完全 对 偶 的 方法 可 证 明 ， 

定理 11.8 给 定 一 个 由 电源 和 ( 线 住 / 非 线性 ) ERIS, BBA HEAT n E 
电压 降 值 不 大 于 所 有 电源 电压 隆信 的 总 和 口 
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文献 [11.14] 和 [11.15] 是 早期 讨论 元 增益 性 的 论文 ， 


11.7 进一步 阅读 


最 先 推 荐 阅读 文献 [t1.16] 关 于 用 立论 研究 电网 络 的 专 荐 。 此 外 还 推荐 文献 [11 .17]、 
[11.18J 和 [11.19] 三 本 书 。 本 章 中 有 些 题目 的 详细 讨论 ， 特 别 是 扩展 到 更 一 般 的 网 治 的 
问题 可 参见 文献 [11.11], 

文献 [11.20].[11.21j 介 绍 了 建立 在 撕 裂 概念 上 的 一 种 称 为 分 裂 法 的 网 络 分 析 方 法 。 作 
者 应 用 这 个 慨 念 来 研究 某 一 类 型 网 络 ,这 种 方法 的 起 源 基 于 张 量 分 析 概念 . 文 献 -11.221、 
f11.23j 以 及 [11.241，、[11,25j] 阐 明了 分 绚 法 的 概念 ， 并 且 在 促使 电机 工程师 光 多 了 解 这 
种 方法 上 做 出 了 很 大 贡献 。 在 文 献 [11.261、[11.27J、E11.28]。[11.29] 和 E11.30- 中 ， 
这 以 技 色 对 于 分 发 法 的 其 它 介 绍 ， 还 可 参阅 文献 [11.31]。 

最 近 文献 [11.324J 介 纲 了 混 人 台 - 变 基 分 析 的 通用 形式 ， 并 县 把 当前 存在 的 形式 ( 包括 分 
烈 法 ) 做 为 特例 ， 文 献 [11.33J 也 讨论 了 回路 和 汕 集 分 析 法 的 计算 有 效 性 问题 。 他 们 指出 
BRAGA, WHS A a i [e BARE ARR RHA S AN AB E 

XGR[11.34 ME HI Bie HESS, SERRE DE SURGE SR RR I, Sub 一 些 
3EZR HE Pa Eier PAR PE d DL m B Fl £e HE 

APDELCHBPRAGXdSFG A ARIIL. 25] M11 362 SH ok. HS WR 
般 右 源 网 络 状 态 方程 建立 的 论文 不 断 酒 现 。 例 如 ,可 参看 文献 [11.37]。，[11.38] 和 [11.39]。 

文献 [11.16] 纵 旺 了 包 合 独 立 源 的 RLC 网 络 可 解 性 的 充 要 条 件 。 利 用 它们 的 基本 
推导 ,另外 一 些 人 不断 地 讨论 了 一 般 网 络 可 解 性 问题 。 绍 如 ,参见 交 献 [11.371 利 [11.401]。 

对 电网 络 氢 阵 理论 的 探讨 是 一 个 迅速 发 展 起 来 的 很 有 前 景 的 研究 领域 。 从 图 出 发 来 定 
义 电 网 络 是 做 为 这 类 问题 的 夏 广 ， 文 献 [11.41][11.42 革 11.43] 引 出 了 广义 网 络 一 一 基于 
按 泗 的 网 络 一 一 的 概念 ,并 建立 了 网 络 的 某 些 性 质 。 可 以 蔬 期 ,对 于 广义 网 络 的 进一步 研究 ， 
将 给 网 络 理论 中 若干 未 解决 的 经 典 问题 ， 特 别 是 多 端口 电阻 网 络 的 综合 问题 提供 新 见解 ， 

近期 文献 f11.44Jj 以 王 氏 代数 [11.45j]、[11.46] 为 工具 讨论 了 拟 阵 ， 文 献 [11.473 利 时 
拟 阵 六 的 入 念 研 究 了 握 络 可 解 性 问题 。 文 献 [11.48] 已 将 网 络 理论 中 三 个 革 本 问题 的 统一 
处 理 方 法 微 了 表述 ,从 而 证 明了 这 些 问 题 都 可 归结 为 确定 两 个 适当 选择 的 拟 阵 的 并 的 问题 。 

网 络 理 论 仍 然 是 数学 问题 的 丰 定 源泉 ， 文 献 [1I,49 讨论 了 一 些 这 样 的 问题 


131.8. 3J 题 
Wit 对 干 以 顶点 €, 29 275 AHR, RRBUYEP-(p, leo; 
o 如 果 支 路 j 是 在 T 中 从 2; Be OME, HADuT + 1 或 一 1 ERS Be 
出 一致， 还 是 相反 ， 着 则 Pi= 0 。 利 用 节点 变换 ， 证 明 P= (A), BAR v. 为 参考 
点 的 类 了 的 关联 符 阵 ， 并 且 导 出 定理 56,12。. 
11.2 把 网 孔 作 为 独立 回路 ， 导 出 平 而 网络 的 回路 方程 组 。 
11.3 BNE YRS. EANA Nigvant, . 
(a) WNL NIRA, deme 4 9L NAN BER, 
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(b) J ERIR REL 3A e MUR Zk ns 
(c) inekKqgh (SA) MBE (BR), Mee RAK GOES R ORR). 
(d) 如 果 e 是 信 为 9(t) 的 电流 EOR, RAe REPY OO 的 电 E OR Wo : 
REN ph RUE US A, VENDERSE OR FUTURE 路 EAN DE 
点 方程 ， BAO BEES ZE HIN SUE RACE AEN BUB RIERA, C 上 两 所 定 
SAR NMN MRANA. ) 
11.4 BAL. SBT i a 
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5íl 
BEP 11.8 Ej 11-9 


3.5 FSR rk, SÜUxTEII.9EURES 络 的 电压 和 电流 。 
11.6 JmdmsuET E. GM 1.5. 
11.7 BIS LL OHTA BE ERI 分 。 


Z. i 


图 11.10 


11.8 (QSAR Ra B, 
i COARSE Et Re RKR d IH LARE MA 流 。 
11.9 电网 络 身 的 复 获 庆 是 对 于 网 络 训 所 能 绍 定 初 怒 条 件 的 最 大 数 月 。 它 也 等 守 动 态 元 件 上 独立 电流 


fu FR EAR, KERTEH LAN ARE JE A EL eA Eat aR zs, UE 


ii, RMN SEAS EN ARS B. 
对 于 RLC 网 络 ， 证 M: ; 
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(a) NBR STASI HRA, RERBDTSR MRNAS 电 容 回路 的 数 
Hz. 

Ch) NS B PARIS CE ECT INEST ERIE E ARRAREN A a FR el 
路 数目 之 和 。 
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第 十 二 章 六 端口 电阻 网 络 


12.1 引 言 


如 果 一 个 网 络 具有 即 对 可 与 外 部 器 件 如 电流 或 电压 源 相连 扶 的 可 进入 的 端点 ， 则 称 这 
PM OO. PARA REBEL. GR. Len REIR 
SRAMPARAMA, CARRE, CU STSDA«SBoAm-xIS TUR D 
Bé nop LPR. SPR 
有 端口 的 公共 端 时 ， 这 就 是 后 种 情况 ， 一 
个 名 端口 网 络 中 ， 端 侣 端点 之 外 的 顶点 称 
为 网 络 的 内 部 顶点 。 寻 端口 网 络 的 每 个 冰 
口 都 是 与 两 个 可 变量 机 联系 若 的 ， 即 跨 接 
端口 两 器 的 电压 和 通过 端口 的 电流 。 图 
1 .1 给 出 了 一 个 具有 6 个 端点 的 3 端口 网 
Mat CHEE AUTH NL A X 13 frr i 
择 ， 如 图 12,1 所 示 。 

在 有 向 图 表 从 中 ， 刀 端口 网 络 的 每 一 
个 端口 用 一 条 边 来 表示 ， 称 之 为 连接 相应 
端点 的 端口 边 。 端 口 边 可 以 看 作 代 表 路 接 
在 这 个 端口 上 的 外 部 器 件 。 出 慰 暑 每 个 端 
口 端 点 正 负 傅 考 方向 后 的 所 有 端 二 这 组 成 的 子 图 ， 称 为 九 端口 网 络 的 奖 口 图， 

端 口 边 可 以 由 端 厅 的 正 参 考 端 点 指向 负 参 考 端点 ， 或 者 方向 相反 。 考 虑 图 12.1 中 端口 
电压 和 庙 口 电流 的 参考 方向 ， 则 可 很 清楚 地 看 出 ， 在 端口 方向 的 前 -一 种 选择 中 ， 背 口 电压 
是 和 与 剃 电 边 相 联 系 的 电压 相等 的 ， 而 端口 电流 是 和 与 端口 边 相 联系 的 电流 负 位 相等 的 ， 
BTA [6] $2 Jer — Rie 6 Hs] PORT RE GR UL JE RID Ap XL. 

AT RE PS AETHERE S, ESAE TORT UAR. 

TATE SE — ro SEL FIL A BIET n ey, ELTE RE, 
DFR IAT HET PS ROR GI BN. IBM a IURE — PEERS. 
Fie a Sh EA UR, HRAGUÓTARUDDUHAR-— MACEBORIESEU. ÜO O EERE 
系 来 说 ， 得 到 ~ 个 与 原 网 络 等 效 的 网 络 ， 这 样 我 们 刚才 所 作 的 两 个 假定 就 不 失 一 般 竹 了 。 
此 外 我 们 还 不 允许 穿 在 并 行 边 ( 电导 ) 。 如 果 网 络 中 存在 并 行 边 的 话 ， 那 么 可 以 把 它 合并 
成 一 条 边 。 

一 个 端口 网 络 的 特性 ， 可 以 弄 任 -组 含有 27 个 端口 变量 的 个 独立 方程 来 措 述 、 
对 于 我 们 特别 感 兴趣 的 是 ， 短 路 导 纳 和 开路 阻 渍 矩阵 的 描述 ， 

在 短路 导 纳 撼 阵 的 描述 中 ， 选 择 端口 电压 为 独立 变量 。 短 路 导 纳 矩阵 了 = [gj] 是 一 个 
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图 !2,1 具有 6 个 端点 的 3 «E 


2x 2% 阶 垂 阵 ， 它 把 端口 电压 矢量 V* 变 痪 为 端口 电流 矢量 1。， 因 此 有 

YV,=I, (12.1) 
如 果 V SDV, v, c2 lt, L2-[h, d. c LI REO MAWES I POA 
联系 的 电压 和 电流 变量 ， 耶 么 显然 有 


t 
85779,- n0, np L6] 
URE UE. YT ORLA TARO ROR, W 
a K A C io Bi 

SERRATE TORARAALE, WORSE, SRA s EHE POR DRE 
作为 独立 变量 ， 
Zeiz jÆ inne, COD ER MOR, 因此 有 

Zi,-V, (12.2) 

MEV Anl boim S AW, WAF 


Papers. 
MU d n=O, EER AMS j 


它 的 物理 意义 就 是 ， 当 端口 了 被 一 个 单位 电流 源 激励 而 所 有 其 它 端 口 保持 开路 时 ， 第 个 
wA B P S AE 

如 果 上 述 阻抗 矩阵 存在 的 话 ， 则 必须 在 增 闵 端口 网 络 中 ( 已 想 定 是 连通 的 ) 没有 仅 
山 端 口 边 所 组 成 的 制 集 ， 这 是 因为 在 此 描述 !， 端 中 电流 被 选 返 为 独立 变节 。 覆 言 之 ， 轩 
UIE MEA APACER vL LS EEM. i 

下 而 推导 ELC 780 5 N MOY SERRA ZEA, RAVAN 示 相应 的 增 广 
RIA. 

RAE NYE. STRANGE, MAR, RNR T EEEH, 
DB RIO WAR eR a A, JEBUP OO UAE RCM EB 
端点 指向 负 人参 考 遇 点 。 

令 T, 表 未 N 的 生成 衬 ， 以 使 得 T 是 7 的 一 个 子 图 。T 的 边 称 为 端口 树 支 ， 而 了 。 HR. 
ERY SAS AOA MR BE, XEBLT MILII" N AE os le a n, 


Care 


e«-[$-] 
WAN, OMT MONK, mQ.XEdEN D Ae, 
设 列 矢 量 V。。Vss 和 TV, 定 义 如 下 ; » 
Y ,= 端口 电压 矢量 l 
Vo= IE OS Re 


XH DAE 
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V,— Nn yum Hx 
Bim UE SEE X. SY RN aA SEE, DUX 
1,=Y.V, (12,3) 
MEG LAB MANOREKCLARS ROT, 


love stile] 


gp 
Q, m n 
[l=| 0 | (12.4) 
SUT ARS CW BOR, EMIL): 
y [全 | [v4] (12.5) 
MX (12.3) 和 (12.5 ) RA (12.4), W4 
| a Y. V, = L 
[eelle] (12.6) 
这 时 
Yu=Q YQ} 
Y,—- Q, YQ = Yi 
Y4-Q,Y,Qi 
Ap 


Y,-eYi - [gio] 
称 为 1 端 订 网 络 对 对 应 于 T, BU S ARS AE ME. 
MINK (12.6) 的 第 二 组 方程 ， 得 到 
Va--YzY.V, (12.7) 
注意 Y,: 是 非 奇 蜡 的 ， 因 为 @, 具 有 最 大 秩 ， 而 Y, 是 非 零 对 角 线 元 素 的 对 角 和 矩阵。 
将 式 (12.7 》 代入 (12.6 ) 的 第 一 组 方程 ， 即 
Y,V,TY,V,-I, 


DE 
(Y, - Y, Yz'Y,0V,—I, (12.8) 
ee, Ney ieee TAERE Y Oy H pati Hs l 
l Y=Y -Y Ya!Y,, (12.9) 


HE. WURSHETRGpOLEM, MARANGAAN+ PH MOR, EP, 
BATH ENW- TERS. ERE, T=T,, BORER OMX ERR 
HN STEER A PES me Sie DS. FRAT UA. — IB n BO m SR ET Pe EE 
Y 与 它 的 制 集 导 第 矩阵 总 是 相等 的 ， 因 此 对 于 这 种 网 络 


Y= Q,¥ Qt (12.10) 
注意 ; 昌 然 事实 上 QQ; 是 对 应 T ,的 基本 鹿 集 失 阵 的 子 运 阵 ,但 在 -~ 般 情况 下 ,@, 不 是 名 
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HERRER., AUR, PORAN ATARE RRA ERER BRR 
BAREA TIMRADE, WACO IESU ENT — 4 Mo RI AR PE 

TU RTDEGERLCRNPRMPANNUZYSPEMSMESR. WKE, SOISCREDA N Rod 
HX, WARING MAW AEM ER, TOXCHUBULT, RATTLE dot UL 
ELR- TAKAR, JEE URBES RSS AES MD RUNDE ig icc 
路 矩阵 可 写成 ， 


这 里 了 矩阵 


对 应 于 nn 端口 网 络 轩 ， 其 中 BB 的 行 对 应 端口 连 支 ， 而 8B, 的 行 对 应 非 端 口 连 支 ， 
BV, Va LAME RA a. ih CL RAO RAR. WATS i 
一 组 完全 独立 的 KVL 方 程 如 下 ; 


E SH] m 


WAZ REN AE USE FRE, BBA 


V,-—Z,l, (12.12) 
我 们 还 可 得 出 关系 ( 回路 变换 ， 定 理 11.2 } 
B, Tr f, 
L-|-m-] [z] (12.13) 
PA (12.11). (12.12) 0 (12.12) ， 我 们 得 到 
Zu Zi I, V, 
|242-| [f H 0 | MISMO 


这 时 

Zu =B ZBt 

Z,«B,Z,Bi Zi 

Z,—B,Z,Br 
解 出 式 { 12.4 ) 中 的 第 二 组 方程 ， 得 到 

l= Za Za, (12,15) 
我 们 可 能 注意 到 了 ，2a: 是 非 奇异 的 ， 因 为 有 ,具有 最 大 秩 ， 而 2Z, 是 对 角 线 上 没有 零 元 素 的 
xt AAR, 

最 后 ， 将 式 (12.15) RA (12.14 ) 的 第 一 组 方程 ， 得 到 
(2,—Z,24! Z,)I,-V, ( 12.16 ) 

RR NEI RPE ZR T RAS UL | 
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Z-Z. ZA. (12.17 ) 

AnRM&NBUS EIE, NA RENDER, Pb, MOINZDECEHUS ERAS HR Ih. 

CLARE, ACRdpEEdEPEUE X, NÜUHOSEGER nio MO. MU. PR 
HARNS c pa 4 RIE RE UE HERE ZY 

Z-B,Z,B! (12,18) 


95 


3 
6 


(A 


Bi 12,2 (ONE 4 ROCHA BM RII; (O»gmoOB 5p Im, commas nm B 
H DECOR ES LET Ae 
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ROMANE, . RRE ARAHAN RA EOS BRE, 

P pH ni O A R Y ER AZ SEE 

FERPA 12.2 (a) RREH o AY- AAR AR ELE , IBS 
12.2 (6) Bia, ARAG, AG OHEMUMY, WHET, 


| (1,22€9,40€5,6001,400(2,50(3, 01. 
Dt 1 0 0 1 0 0 H 


HALT 2 0 0 o 1 1 9 1 
Mel] 3 0 0 0 0 1 1 1 
aE EI 4 0 0 6 Wi 1 1 
3E3S OSE 3, 4) 0 1 0 1 1 1 1 
3E38S CLE 3C (5,6) ü 0 1 0 0 1 1 


NURS 
Y,-diagg. gs 94 Ju Gas 9s Girl 
—diag 1 1 1 2 1 2 I] 
ix Hg, COS YE RNA CL 30 的 导 纳 。 我 们 得 到 


全 Yu Yu 
exe [r v 
4 3 1 4/8 1 
3 4 2 1/4 1 
1 2 4 34 3 
“Ji 1 3 ala 3 
3 4 4 3| 3 
1 1 8 jh 4 


MEL. 2€ a JARRA E EO i POSER HS REOR 
Y-Y, —YyYs!Y, 


51 23 =~] -2 
i|? 3 1 -s 
398 j-n 3 zt 9 

-2 -5 9 1 


下 面 考虑 图 12,2( c ) 所 示 的 电 盟 3 CIAR. RU OT, HIISI2.20d ) 所 示 。 选 到 
边 (4，6) 为 非 端口 连 支 ， 则 我 们 得 到 知 隆 Bi 为 
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端口 —-1 一 1 0 0 0 0 

Wilg 0 —1 一 ! 0 0 0 

Sa -1 9 0 -1 p 

ARO EHC, 6) Lo I 1 0 一 1 1 
ES Bt EZ, X | 


Z,-—diag[7,, Ta Pu Ts Ta Tied 
一 diag[ 1 23 2 1 Il 1] 


现在 得 到 
nas 2 
Z, Zas 
3 2 1}-- 2 
-|2 4 0 一 4 
1 0 3j 1 
72 —4 NEUE: 
Ful 79 25 ASPB BE SL A: A 


Z=Z,, -Zn Zs, 


í l4 4 8 
=F 4 8 4 
8 4 17 


正如 我 们 市 式 《12.10 》 和 《12.18 ) MARA, ARR Bye By By YF 
性 以 太一 个 零度 为 # 的 7 端口 网 络 的 2Z 短 隆 的 特性 与 它们 相应 的 基本 割 集 扰 阵 和 基本 机 路 算 
阵 是 密切 相关 的 。 本 党 的 后 面 几 节 将 建立 这 些 拭 降 的 一 些 人 性质， 并 讨论 实现 的 步 枝 。 


| 12.2. Anih ainis O REA ES Y AERE 
AU, EUROS mah LR REA MY ER Lt ERROR, SA, aK nem d 


口 网 络 具有 te 十 1 个 节点 ， 所 以 ， 我 们 称 之 为 (7 二 1) 节点 的 % 端 口 网 络 。 充 我 们 的 所 有 讨论 
中 ， 假 定 考虑 中 的 网 络 不 存在 负电 导 。 


12.2.1 基本 性 质 


考点 一 个 端口 图 为 了 的 (7 十 1)- 节 点 的 电阻 1 端口 网 络 卫 。 由 式 (12.19) 知道 ,条 的 
Ai Ei SR PEY 
Y-Q,GQi (12.18) 
REQ ANU ET Exi. GRN AR SOS fim. 
例如 ， 对 于 图 12.3 所 示 的 8 端口 网 络 ， 
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LI 


E 2. 


3 sunu n me S ETT 


(1,2) (1 


一 —_ 
“x o cs 一 
| | 
一 
So ar See oS 
一 
ES 
- 
- a € c c 


4) (1,6) (1,7) (2,5) (2,6) (3,4) (3,5) (4,6) (5,8) 


因此 ， 对 于 这 个 网 络 


GQ! 


Y-Q 


(12.20) 
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在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 用 9,; 表 示 连 接 项 点 2 MIRU, DEEI, RIBE ER 
te 为 了 进一步 讨论 ， 我 们 圳 要 如 下 儿 个 定义 ， 

打 端 品位 于 中 从 顶点 主 到 j 了 的 唯一 路 径 中 ， 则 称 电导 9,; 生 成 N 的 一 个 端 1， 
r e tn Bg, AER TM 2. AM6, E, ee 
和 -一 些 端口 一 起 构成 一 个 基本 回路 ， 那 么 这 个 电导 就 可 生成 所 有 这 些 端 口 。 

在 网 络 理论 的 著作 中 ， 开 的 一 个 巧 三 顶点 通常 称 为 术 项 点 ， 问 样 ， 开 的 一 个 惹 挂 嚣 1 
PARMO, 所 以 在 本 这 MOAT EOD, BAAR RMA” OD AGLI RE “RHE 
Mus” RD “MO” | WE ROS I RE KE. 

—TURULATERL UREA TOKEUS. HZ, CARENE- AR Hl 

L EUZ. 3a 1, 2M5 BR PER, 

PRERA, MRE ARAL, RULED. d 
言 之 ， 一 个 旦 树 员 有 一 个 非 末 顶 点 ， 例 如， 图 12.3 由 的 端口 1 2 和 4 形成 ER. 

两 个 端口 这 和 了 称 作 是 相同 指向 的 ， 如 果 在 含有 这 些 端 门 的 了 的 任意 路 谷中 ， 它 们 都 
指向 相同 的 方向 。 千 则 它们 就 是 相反 指 向 的 。 

现在 我 们 考虑 外 阵 Y 的 对 角 线 上 元 素 gir。 届 定理 2.15 可 条， 饼 ) 的 第 主 行 上 的 非 零 元 卉 
对 应 于 所 有 生成 端口 守 的 那些 了 电量， 所 以 ， 出 式 (12.19 ) 得 到 

Ym KAERA ER A (12.21) 

FRE EY MERE ARTERY. Aq, AURQUISG T) OE, RA R MAGE (1I 
6.1 ) ， 如 果 对 于 任意 宇和 了 以 及 任意 > 和 8 ， 乘 积 gv9r 和 gg 都 不 为 零 的 话 ， 网 它们 只 
省 相同 前 符 导 。 因 此 ， 由 式 〔 13.19 ) 得 到 

U= LUARA i ERNO j 的 电导 之 和 } (12.22) 

MERMERE., BERTET, RBG, AO, MYR gaqt 
KSA. 

AFG, MG MRSS, WBA L0 J REE OPP BTA 59 4: 94 
本 回路 口上 .因此 出 现 了 两 种 情况 。 

首先 假定 端口 i 和 了 具有 相间 指向 。 则 端 日 和 了 的 指向 或 省 与 器 路 的 指向 一 致 ， 
或 者 相反 ， 换 言 之 ，gr 和 gr 将 具有 相同 的 符号 ， 关 此 在 这 种 情况 下 ， 纺 ,大正 的 ， 

H-H, MRO MI RNR, MAMI 和 j 了 在 回路 己 中 将 具有 相反 的 
指向 ， 因 而 Q;, 和 qi, 具 有 相 皮 的 符号 ， 因 此 ， 在 这 种 情况 下 ，yi; 是 负 的 。 这样， 我 们 就 有 


JU T EIL 

定理 12,1 HRM i8 ARR. Mey AE, 否则 3 为 负 。 C 

出 定理 12.1 很 容易 得 出 下 面 的 结论 。 

定理 12.2 

i. 四 有 果 端口 i 、 了 入 在 所 有 其 它 端 中 短路 的 情况 下 形成 一 个 线性 树 ， 那 么 
Yiryir 0 

2. 如 朵 端口 、 了 各 上 在 所 有 其 它 端口 短路 的 情况 下 形成 一 个 星 树 ， 那 么 
Yuti 0 r1 
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$n) UL APS 2. BRAS AG 6 EET PLE YY a GE ee 2 1 Ae 3312.2, 
定理 12.3 Puri. AKAM ARECM ORB RPE, m 
ECKERT, MEO. FAR RAR, HN 
[gl zm hel [i 


HARR ETRE MRR, BREST) DK GR Tdi. ti EER 


J. sE012.389— T1 8 EEIESSGRAU T. 


推论 12.3.1 Qa kV TREK, BRR. MeO th ee, 


NDIMI, ROI ui. BZ, QUE iA j FRE CLE M B RA 


FFEA QER. BRUTE TIEN, ) - 
(Adm, dest (12.20) KEREN, Huit ERNARI SEGUE Vo CI) 


f-- SETHE % 和 4 的 电导 . 

定理 12.4 HEY b 8 TRA AO, SARE RAM YO Ra 
ACE SFR j, k. D. e$] EB. BAM ewe. j, k, be, RARER 
3i i 

na) 

Ji B RAEI e, T, SERRA BY, DAR TB Ap PERN 
Nd, ECRIBBEUEAUCB NEL GAS. BD T RM, RUET PEO PD, PRE 
EALLI epp, WHT POH EO irii, Od, p. HEMP ak Sp 
AUC ASR eR. E203, FRAMED. uic Wiel. BAYA FB Ta 
ARER, SPER Yo! = Wil. Rik, PPR RS 27,81) 中 的 一 个 元 察 ， 
AR ETIA. FURT Ge Lo PORTTA c1 

3812.5 RY PRiAHMR LRM, iXHvmDEDISZ. Mk — ARM 
76 3:56 FED ar BPE, ACL. UA cr BU SE DIO. ruo die 
BUSET REAA. 

证 明 

刀 采 定 琴 中 所 说 子 图 大 不 连通 的 ， 刀 存在 一 个 端 F I ERA ID, g, r, l, i 
A kE, g T, 中， 并 使 得 当 工 的 所 有 其 它 端 口 短路 时 ， 端 Fij,k 形 成 一 个 线性 
P]. fucHpoETH.s. (gab dual. BiTlyg =m, PAY biG Bhs, MEL 
A Yal =m, HB kÆ, gr lp, RRS PR. x 

我 们 可 以 用 式 ( 12.20 ) HERE Y DES EE Fl A RE TR 


BA (12.21) 84 (12.22 ) EB Ht. MPA L8 I. Vac Ya. RY 


Fi tima - Am PEG CRMER SEO 的 一 各 等 例 
久 洪 个 实 对 称 条 阵 的 每 个 主子 式 不 小 于 由 同行 ( 列 ) 所 构成 的 任意 其 它 子 式 的 值 ， 
KAREAR RBM. 
XR 12 TE BE. EARE P-EDK ERDE. IEKE PREN, MDA 
具有 正安 元 索 的 对 角 和 矩阵 。 因 为 矩阵 @y 是 单位 模 的 ， 所 以 出 《12.19 ) RTA R HAC. 


一 个 (2 二 1 ) 节点 的 包月 1 端 习 网 络 的 短小 电 异类 降 是 最 高 的 ,事实 上 ,我 们 也 可 以 证 明 ， 
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1E faf vt 335 C: A A ST fe Ha S RAT HB AB PE AREAS RE. 
Blu, 3 EGG (12.20) 式 中 短 阵 了 的 于 式 


10 —2 3 10 3 —4 
M,-1—2 35 一 2| 和 本 ,一 :一 一 2 一 上 
) 3 一 2 5 3 5 ù 


3x PPP FER EE Y EAR, TRAE Tot, WETU 验 np M, =87% 
M,-5;, Bt M ze iM... 

AR OEM Tit, 2A xik.) 

TF id Fea TAG GF H H AERE EAR RG EL TEL] (AAL) 节点 电阻 % 端 日 SY RY 
FE REPASE KEY AE a UE ah Of PEAY, MARY RE —- OIL eH RS 
3e JY mj E BS BR a SR. 

1. 交换 任意 两 行 和 相应 的 两 列 。 
2: 改变 任意 ”“ 行 和 相应 的 列 上 的 所 有 元 素 的 符号 ， 
: OMIA FF DI T A a a ESI TE [d 


12.2.2 星 树 端口 图 


SRP AAR ORTH (R10 ux REEL RANEY SB PE. Be T PET 
端口 都 指向 星 项 点 ( 见 图 !2.4 ) ， 设 星 顶 点 编号 为 0 ， 其 它 顶 点 分 别 为 1 、2 、…， P, 
这 样 项 点 主 和 0 AM ORG a aS. 
Hat (12.21) WA 


tam Situ (12.23) 
进而 内定 理 12.1 
Uus 0 ( 12.24 À 
Bt EL gas, (12.22 ) 得 到 
Big —Gi; ( 12.28) 
th, 


WER (12.23) $0(12.25 ) WER 
MBA i 


Bina EB : tux È Hal (12.26) 


Ij 


— PSE FEY — [uu] 基 超 优势 的 ， 如 果 它 满足 式 【12.24 ) REC 12.26), RI 
1 yA, MPRA TBI Fi; 
2. moa. 
rit (12.23) M (12-25) YD AABN drt SAGAN: 
Fu Hin ji EHO, Jz 0 
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^" 


9.7]. 2o Wu. i= 0 


jij-! 
AREY 1E 56 (12.24) 利 (12.26)， 那 么 上 硬 所 计算 出 的 电导 gi EET. 这 
H, RREZET TRER, 

定理 12,6 一 个 实 对 称 知 冉 :让 可 实现 为 (7 二 1) AS ts BH mom EE] 8 (H HE SG 
CHEREHE S ) BOE RUBER, CEELDOB Y 可 下 为 超 优 势 形 式 ， L 


12.2.8 线性 树 端口 图 


SRS H—-+ BRAIN TA (nc-1) 5 ums DnAmYA E. TRE 
点 依次 提 愉 末 NOT A E, Wt A+ IAM TO WE ABSMA (1812.5), 
FAT TE re AA RTA, E.I, 


Miz, 对 所 有 i 和 j (12.27 ) 
而 且 由 定理 12.3， 对 所 有 宇 ， 我 们 有 
Bie? di Yin (12.28) 
Vas Yin rl ey (12.29) 
PN a + - + - * e 
OO Onn A — — CÓ 
1 2 3 +i " nti 
XL 


[ü 12.58 线性 树 
TP BN SRT SE V Y ERE ERITAR PO SP, Bf 
PLE TSM 1, d. j—180 j MAHAA BR MOL Mis icjcn, 
那么 所 得 到 的 pi 如 图 1.6 所 示 ， 网 中 区 对 
FAT AS URB HR HET Eun. BED A 
Bu 
Y-i- 5HE 


Yi- 
Wasi! 二 +e+ate AN 
RO -1 E ISP nii Bn 

ja;—etd 
册 上 式 得 到 Poen 

gii = Git His Got i71. icd« bm ( 12.30 ) 
我 们 还 可 以 证 明 如 下 关系 ， 

f i (Ju Wiis 1 ) EN (1,5, 1 TH. "m Lien 


Hie Vii bin IRIN 
in din 
iMm ian (12.31) 
PNT REY [ue gn FEEDS, in| 
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Tie, MPRA, 
2. so 对 于 ji 
3.Yu2 Be ATZ 
dt 1 HISSA. 
rest (12.27 ) 3 (12.31), Fea Fie. 
定理 12.7 ORRA — [y Det Se Ctr 1735 a n 088 IC 具有 线性 
BRIS, AAS aS ) figni pp, SY nie 为 单调 下 降 形 式 ， C] 
LA- TORRE EEASREY, XOL12.2 ii T — T E RY B m RULES A2 
Bü. 
TE Ati OE SF EE x nag ERY SR — PA x niBEEY!, DS 
YRS —13 3 Y i928 — 3 dtd s 
DWE Bil, Y 的 第 而 是 Y 的 第 证 和 第 (ii 一 1) T7428, 
2.8 A pP x REY pci 
.2 的 最 后 一 列 与 工 的 最 后 一 列 相 同 : 
DMM Bi<n, YR PAY’ BARE CGH) WHA. 
BUCRPEUSS]. XPBUHIDÓh 954-9: 
i, OPP ALF Re ee 


[ 5 4 d: - 4d 
p: 8: $e "pod 
y='3 3 11 8 5 
$ 1 8 9 5 
115 5 6l 


相应 的 Y' IY ie a 


| 5 4 3 1 1] 
| 1 0 0 0 
Y'.-| & 7 4 
1 ù 
1 
^ 1 1 2 0 1| 
i o 0 d 
b -el 1 3 3 
i 2} 
- a 1j 


在 上 面 的 计算 过 程 中 ， 我 们 没有 给 出 矩阵 了 “和 Y” 对 角 线 下 面 的 元 素 ， 这 是 因为 A iF 
Ka Sg, RP HR EGRE. 


12.2.4 端口 变换 


不 面 考 莽 两 个 中 相同 的 电阻 网 络 构成 的 ， 不 同 的 (2 4 UUERRXRITRISRN INT, 0T 
PT ARENAN AoE., RARER eni R RRE EEY MYS A K 
系 表达 式 。 

WQ,TIQTA HEN AIN* Rt BV TAUTA EA RR, IA 

Y: Q,G,QI 
利 
了 
ik SG, ARTIC RIT Padre, SERRE 
现在 考虑 图 =TUT* RNAS MTT! BEA I ERE D 


T-T* T* 
[P M] 
RUTHRO RKA 
Q* M Q, (12.32 ) 


所 以 ， 
Y* - GG, (Q")! 
o MDOGIOOR 1! 
MyM t (12.33) 
MWA C 11.8 ) Ug 
Vt M'V, 
OAV RIVE IC LN MON CUI EISE. BE EL 
V,-(M-1)!VÀ ( 12.34) 
Wak (12.35) 12.34), RGB FHER, 
X3912.8 HENAN EWA eR. WRV, KV, WA 
Y"- K'YK d 
Gun VA SES RAMKI PAA HS SEED TANT NONU AEE), phim, 考虑 图 12.7 
BG aS ERY OPH PS n RE. ABA A RAE T — Tr GERE GE M X God. N AE M a, ie 
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3 2 0 1 —1 2 
| 2 -2 0 2 2 
H | 0 一 0 —3 0 
a= 1 A 
= 一 一 1 é 0 
2 —i 0 8 
矢量 Vs 和 YY# 的 关系 为 
v. 1 6 0 0 0 0 
v. 一 1 i 9 0 0 0 
v,- v, 0 0 1 0 一 1 0 
v, 0 0 0 一 ! 0 0 
Vs 1 0 9 0 一 上 0 
ve 0 0 0 0 0 一 上 


-图 12.7 CaN; (boNe 所 有 电导 单位 都 是 西门 了 )。 
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=KV¥ 


WEB iY *=K YK, 


6 —1 =I 0 —4 6 

=l F 2 n 0 —2 

ye bee go se ee 
0 0 0 9 PS 

—4 i 一 6 1 Ll 0 

0 一 全 0 1 0 8 


12.3 《n+ 1 节点 电阻 n 端 口 网 络 实现 一 


本 节 ， 我 们 考 峡 如何 实现 AENEAN EE Y 作为 不 含 负 电导 的 (2 二 1 1) 节点 
时 村 下 站 半生 人 本 
Ah. 

Cederbaum 的 方法 ( 文献 [12.1] ) EBAY ZH it O8 98 HORE Y - 9,6, Q1, 
HPQ MW GRH—1. 01. 0, GJ XEÁAAEER, CHYARERENTEREMRE 
4 端口 网 络 N 的 边 导 编 如果 [UU ATTT S EMSTIIELZTILIMEDS4T: 
现 包 可 完成 。 这 个 连通 图 就 是 增 广 也 端口 网 络 瑟 的 图 ， 而 @Q, 的 列 对 应 于 表示 所 求 网 络 
HEERA, 事实 上 ， 下 加 我 们 在 本 节 的 后 面 看 到 的 那样 ，Cederbaum 方法 也 可 适用 工 
FIE y uto A 1d it SIT jt 6 Po SB P IR) ST, 

Cuillemin 的 方法 《 文献 [12.3] ) Sepe PLI (UB EXE ), HAE BEY deos 
XPWOT SRP CT EY MEY Ji a, WA Y BUSCO RUE Sh ORE RD Se 
(EMROEL—BHE DARE). MADEN MERELY, ARMS hae 
SUSE MY, 

BL PRT HY A Rl LY ^ Q,G, Qt ff] Cederbaum Wee. TRITICI Ei 
— + AK IME EIU QELA, pi Guilleningr: WAR MPR (+1) WA NBL 
ROSY IRE ae, MTEI2.53 16. 

设 9,、 du RRO MAUR, g, qu. RRC. HOT MRTH. QHQ, 的 第 
i 列 ， 而 9, 是 G, 的 第 i MAIR. EA: GRITS, EG 中 的 元 素 表 示 为 Qu. don 
bee Qi. 

Cederbaum4t jj; JERRY? — Y TER Ge HIE — XP RE YU. YOO, os, Jola 
OS RET RU PEA AYR s KPA RET — OMA, RE 
ix 4 4$ f EAS OD AB E 488 ab. 

TES ob. RNR SEAMED. RUSTEREY, EES A QUE RCRUM 
步 又 。 

情况 1 YR GPE MR ME 今 Y' 是 划 出 了 小 全 有 和 零 对 角 元 K 的 所 


ATTERSEE, RRRS AIH, JR FPE OLE AS 47 AE 


Y- (£r ili 


3& ABE Y BYE ak PE RE BS Am, RR 
3 0 0 0 


o — o rm. 
© ctc 
co co co = 
oc occ 


TY ist Ap EOS 


- 
| 

1 

1 2 
| 

] > 
] 

io 
iis 
> 

e e 
v 0 0 
a | 
一 一 一 一 
O fH 
© 2 
~ > o 
[- o oe 
o o o 
we | 


0 0 0 

情况 TURAE, YOdDEXeXGCE. 

AAR. RAVER TY ORO ERR, BUnfBoggJRY 
XH TK, MARYA RM, RARHICI2.3.1 SM. ARORA AN, E 
AH, MAW wl, RAL, GEA — TOU fac XC yl. Tk Mb, 
我 们 假定 


gi = hd 

我 们 能 够 确定 对 应 于 9 的 列 矢 Rg ID, . 

RER BHAN yu 的 边 生成 了 区 的 两 个 端 口 1 和 2 Ait, 9. + AGE 
非 零 的 ， 由 推论 13.3.1 可 知 ，@, 的 前 两 行 在 除 第 一 列 岂 外 的 任何 列 上 不 可 能 网 ARE 
RR. RURAL ORR +L, AE Te Yg 的 没 的 指向 ， 与 
Xil CASS, PRATT, OR RES H Yo 的 符 叶 划 同 。 
这 样 


EE MEN AMAR SHABR MEM EER, LUE MTs FR 
即 可 用 同样 的 方法 确定 。 

剩 下 的 问题 就 是 确定 9, AE. ET a A Sek, AAA Ae 
立 在 定理 12 ,2 基础 凸 的 ， 


i, WURU.. Buy yu Hy; 
dn— 一 十 MEY. Yis Uu 0 Huc 0 
0, AE 
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ix FEET SA T AAT. 

Foe, ALES BG HO, A — URDU EG, EOS fü Ug... BRA ANC UO mE 
Wb eAEEY'UST SEE 3b, REN OTE MING ae Seg PERI LR. HOP NT 
gn 

Toni SEQ A FARG AETR A, FRO AGRA BUR. ETE ZI 
ABE, 那么 Bre ty tk 

YO SQVaugyyt ý 
=Y- qig 1a.) ( 12.35) 


Ife 
HOY gng: (12.36) 

HOR, RRE RRA AY AS REY ORY. BOB qe 
REARS R CRI, AL. BRAM, MEY 将 比 Y AA SH 
XJ fag vi Ab, 

TRY UR FE, MARL FERAE HS HOM AAAI, ty 
MR UALR, 

MEY OAS A, WAREK? FRR RA, WR Sg, Al, 的 
Hb Hig, Wat. Mie <*> py Katee 

YoY gg Ig) 


UY ELM SE BAR, BEA RATE RYY O, YO, YO, ecpffgpA BEC d PE A i 
BURIB PHN LL, E REI ERE ET APR. 
MRZE g, ABBAS ERU SPIRI TUO PLT Bi BEER d oe ty, NEL OS fn 
就 AAT ACIS, PRR Ik —GegGR yp DAERIESEE. AAR PoP TT B.D, KA 
hi RACH RA BRR, RAKAA. a. Yad ay GERAN. 
SA LH T i Pc o BL BH Cederbaum 8 ýk, 


| 3 2 1* -2 0) 

| 2 Bo aS. S i 
Y cL ENS NE T. 3 0 0 
| 2 -2 0 5 3 
ü 1 3 4 


PLY AST SMe, PR iR Ze ye ， 国 此 我 们 按 情况 4 进行。 
bus craASEBAEGAZIEXOUR. Bi Ue 

9, ubl 

G..--] 


Q.—-1 (Aly Km 
JA BUG ROI BLUR HU ED, SB Aig ri E ag ox: 


1, MR Yt OH Ye 
qu;74—h MRY YY oH 
3 o, KE 


例如 ， ias 0 则 4:: 一 0 这 样 ， 我 们 得 到 


i) 
= 
1 
o o re Oo re 


然后 得 到 Y 人 O, 
Y: Dyg [g ](a,)! 
2 2 0 一 2 
2 5 —2 一 ? 
=| 0 一 ? 2 0 


0 1 0 3 


g;—1 
u=} 
qss= 1 


同样 可 得 到 9: 剩余 的 元 素 ， 因 此 


0 
1 
q,= 0 
0 
1 


yero y ,rg 14s)" 


UERY H 


2 2 0 —2* 
2 4 —3 -—2 
y 0 —2 2 Ü 


以 这 样 的 方法 继续 下 去 ， 我 们 得 到 ， 
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wooo o c 


1 
1 
g3—2, 站 :一 0 
0 
以 及 
0 0 0 0 Q0 0 
0 2 —2* 0 0 1 
Yiv fa —2 2 0 0|, g=2, q= |-—! 
0 0 0 3 3 0 
和 0 0 3 8 0 
0 0 6 6 0 0 
0 0 0 0 0 . 0 
Yve- |o 9 0 9 Q gs=3, qd,—| 0 
0 0 0 3 3* Í 
0 9 0 3 3 1 
Ty age -i p ARABER, TARY 的 一 个 分 解 ， 
3 2 1 一 2 Wi 1 0 1 Ü v 
2 5 —2 —2 1 0 1] 1 1 0 
yv 1 2 3 0 of}=fti1 0 0 —1 0 
一 2 -2 0 8 8 0 0 -—1 0 4 
0 1 0 3 4 0 I G go! 
1 0 60 0 0 1 0 1 t 0 
0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 
x]o o0 2 ò g T= 0 —1 0 
0 9 0 zz 0 0 1 =} 0 2 
o 6 s 0 3l!'o 0 a 1 1 
我 们 应 指出 ， 上 上 闸 也 讨论 的 Ceaorbaum 的 Zr EGE BET TA BRS AR A Ff c6 His 


HI kg JE — Aie CREEK HAE oP NE PDP ', 
BE. ASS Ap RR OTe a PE Th. PRIA, KP EA BY RIA) 
MAREA ng n qs SRS a HAE, a ORB RBS RER, qiii. xk 
HLH nH] ) 35, n xe ET AR S Y REY Cederbaum 算法 ， 对 于 实 再 村 EO n f n ss 


VT hifi Z RERO E IONS 


ALP AAU MS A DAR IE Xj e 


feta T BEO Z yi, Cederbaum 算法 的 下 - 2b 8648 AEN Pe IEMA. 
假设 我 们 已 经 确定 了 对 应 于 Bi Q, 的 无 向 图 。 那么 可 以 很 容易 通过 对 好 ,或 外 BY MLR dt 


定 适当 的 有 向 图 《 训 果 在 在 的 活 ) ， 


这 种 情况 可 能 会 


3E O38 Co. 1) nm. 


RF, MRHAR ES ALT P SEGUI RUD AARE, ERRA- 


TE W iie. 


12.4 ” 财 集 和 回路 算 阵 的 实现 


KERI HE n — Tr FUR fe BLA zo SEE RU HS FALL. PRR RU 
可 假定 ， Qmd A E A RU SEG IO EB, 

BB SEL ATT HA SYR WAB RRB =U FARF, U 分 别 
KEMP TRA: Re. BK XK, oe es eee ee ERT pE 
HEARR RREZE. MS, PEO AMP ki. PIC, P 
BART T ÉR - Ie 。 

CMP, BR (6.13 ) nf, QTE UT, RDS, BLOQUÉ MOM AR 
Ae RAGE, EATR ROT al BP RPA M 

SoTL AQ TLE [aL il git iE E se BOAO OP TOAD ERA RA, CUBE BAT ERN 
MU bg ng RRETA BR. SR. OR RPDS ASS HE b RS, (CDU ONE 
dl sare qoc ffs gas 4 YR e L7 [E FE TT T. 

AERE SOR I12. 2 ae Se BE Je EG R8 B EF T ET. 


12.4.1 H S 
RAAB, EE FBESCELO NL, RA AA A 28 SL DU (6 P (9E 
deu. 
EROA FERE IRAE. WP OR T: 


F, 0 0 
ee 
1 | 
| 
0 9 Fn | 


BATTEFS Fo FO8uppeSpxx ARKA r8 CB LE a X 
AU HK, VARS ATS ERE TC. 

gx rq. ug G H ERR TEARRE T, 
TUEFEREFZ- AARRE I MOAB AA. HA AERE R 
的 行书 可 以 被 压缩 ， 因 为 它 对 工 中 树 支 欧 相 互 连 接 不 产生 制约 ， 

如 有 果 出 现 -个 仪 存在 于 指定 的 让 条 路 答 册 的 一 条 特定 村 诈 ， 虽 从 下 中 划 去 关联 的 到 后 
鞭 可 实现 科 。 这 个 支 路 可 以 吉 妆 适当 串 俊 的 两 个 端点 之 一 。 进 凋 ， 如 果 下 中 的 某 上 kk 个 出 是 
Ally. MRA — LACREET EUR E ELTA S NAA Ute BE PPR RE E I BU dj 
X, Hd T4EXCOTSXEEHE AAR XC FRU 3E LN 

{ilH d BE. opp xk IHE RS SATA, s upxXp— víbeNpBEEIdqoE E 
Hb. SS RPM MF I IAE. 
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12.4.2 末梢 树 支 的 识别 


袜 现 卫 卡 阵 的 上 述 算法 的 第 … 个 主要 步 又， 就 是 实现 己 的 树 末 宵 树 支 的 识别 。 现 在 牧 
们 讨论 识 入 这样 的 末梢 树 支 的 -- 个 方 活 。 这 个 方法 对 竹 何 一 般 和 的 瑟 和 矩阵 都 基 适 用 的 ， 而 且 
和 如果 下 能 有 几 各 和 不同 实现 的 话 ， 尿 么 至 少 存在 一 种 以 被 识别 树 支 作为 末梢 拥 支 的 实现 ， 

WW = [wu] OE, BER 

W-F'F (12.37) 

RAR AUN RE CTE OR, SA, SEXXUGSET FIRMA eae i 
j ica E. 注意 ， 我 们 已 经 假定 ，WW 的 第 i 行 或 州 对 应 于 衬 工 的 第 7 条 树 支 ， 

& GJ CURAE FRSES, TRALEE RR WRITS CG HS EAR IE YS 
m S, FAY [v JES RO MAR PRT HA RE SA, BARTA 
Ati, WPS], gwis, yul Bak, RANA DENEA EO (tbe 2.3, 
12.4 和 I2.5 的 重 现 ， 

性 质 12.1 WRK. Jk. ETHER ROM, RM ERT OP 
REM KE. WAUW, 

性 质 12.2 设 开 中 第 主 行 元 素 的 最 大 倘 为 用 ,， 而 这 个 元 素 以, 辣 时 只 出 现存 这 一 行 的 
Xj. k. i. Fb, BAMMP EL d. k. D. ERT THOT ER. 

性 质 12.5 HWS i AMICK RAM, (m, 可 能 为 零 ) ， 而 这 一 行 的 最 小 元 求 
RRR P. 4, T, bt, BAT PRP. 4. r, DOOM RIE PIDE 
ASH. 

为 了 进一步 讨论 ， 我 们 需要 引入 如 下 的 定义 。 . 

工 集合 是 构成 全 的 一 个 于 树 的 树 支 集合 ， 在 这 个 子 裙 中 ， 仅 仪 存在 一 个 顶点 与 其 在 下 
中 的 补 所 贡 有 ， 并 县 仅 有 集合 中 的 一 条 将 文 ( 称 之 为 荆 集 合 的 引导 裙 支 ) SUR CUR 
AMR. 

AYWUALAEM, RREA., SPH, k, man wR TA ENSI 
SMRM LES, MAR, m. MARANA R— PLEA. — dE xu E: 
成 基 工 集会 的 最 简 形 式 ， 


i208 LAAR E 


很 容易 看 出 ， 了 中 除 工 集合 之 外 的 剩余 部 分 也 是 了 的 一 个 村 树 。 对 尾音 不 是 下 的 订 楷 
树 支 的 树 支 了 7， 总 存在 两 个 工 集合 ， 每 个 集 台 都 以 了 作为 引导 树 支 。 
现在 我 们 考察 了 的 一 个 子 树 的 末梢 树 支 也 可 是 了 前 一 个 末梢 树 支 的 这 种 情况 ， 设 了 中 ， 
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MLYPRUSTAATHASHR, HR RPM AIM TA ATR. DETTE Fie Ay 
A 
WU, aum US us ME MATCRAs, seS (12.38) 
Tli RATED, GRR Rib BORN GCHU DEAS PR, RT OR fi 
Rx, RAT H-TRBSR, RUT 是 由 对 应 于 给 定 图 的 一 个 2- 同 构图 TALS 
网 边 所 构成 的 。 
TUR XR 
tw,, 二 0， 对 每 一 个 "ER 和 Ss ES (12.338) 
WR, MARP Pec AME, d LOI RAS A ROP A DEI AGE 
WIT. TORRE. S PRENATA- ARH ERERTE 
现 中 可 以 构成 人 的 一 个 末梢 树 支 。 

KRM, BRACE ACR, NFR, w, QGESURSEPAR. RAR THAR 
形成 了 了 的 一 个 子 树 , 所 以 集合 8 ATR RS RR AR A LEO. RETIE SET L Si 
都 症 个 的 一 个 线性 了 树 。 

设 在 以 S, 作 为 引导 树 支 的 一 个 工 集合 中 ， 存 在 着 树 支 3 和 s。， 并 使 得 s、S; 和 sx 在 了 的 
其 他 邦 支 短 路 时 形成 一 个 是 树 。 因 为 使 ND, AB HL SB By Br, 都 出 现 的 路 征 
是 不 刘 回 的 ， MHS EET PIER De, Wath eT ie RU 

W, 3,2 Weis, FW es, (12.40) 
ficii (12.38) HEX, W, a, — We 2, = Wee, 而且 它 们 者 不 为 零 。 记 以 ， 式 (12.40 ) 
不 可 能 成 立 。， Acs. ss sU 5; 上 RARE TI PRET RP. ER eae R 
小 ， 企 每 一 个 将 S 划 分 的 工 集合 中 的 所 有 树 支 ， 玫 构成 了 全 的 一 个 线性 子 树 。 

ih. SRP PRERE, MIM AGRA THe Cu, FRAP, Ga uk: 
HRERS., EP RPA AM ACH — T uk EE TORIA S 划分 的 工 集 全 

BEG A AREAL HA PLA, EROS a P a 
MN ZG SRL, SRPRTAA LP RIO E, PERE AT e £5 a] 
E TAAL, KAR REME A AL PRX, WETS REL, PHALL, 
种 是 后 当中 的 每 一 路 径 都 含有 工 , 中 的 所 有 后 支 ， 这 是 困 为 有 关 WARMERS. [4 
K. UDA JE RUEUR ALE, ELODIE TE BES RANG. WG eee D 
到 HG 2-H. WREE TEA, AAA, BAN TE. AVE 
mtu. 

fim, xpr&e12.9(0) 所 水 的 图 GG， 相 应 的 图 G 含有 三 个 不 可 分 片 ， 
A. 我们 注意 到 ，8g 是 图 G, 生 成 类 的 一 个 未 撒 树 支 ， 图 12.9(c) 所 未 图 C 是 C. L9 bd 8; 
WE. JPRS AG RAM — TA, GRRE PS. TER ABRE ACM 
BR PRE Np» 3EXRG' CHE12.900) ) .. AARNE Me, BT 
BILE RRA A A BRD PRK, BES. Si. 9.2 S, Sy ANS PRE 
B-MAU RARE SRN —PR AE. SRI AS eR, EYE pe 
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f] i2,9 See ESR REI CA F 
MG; WIG, COGL cou’, 


BYE AINELE PIRE BL 

EW Mhe SE TTEA E: 

Sri dd4r ne Hof (12.38 CER IPSE RAS DG, MAATONT 
f —^XedorüdSiSARBRMB. RNS BE RPE ZR. U 
Fi- A SUP RET RMR, EM RAN KRM AAR REA 

Ym AAT SE 
GGESCHOERSE PM TR PR EIR EGP, 
Be EAA RW = F'F, 
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Sere SEWER. Om, (FS) eR HARDER. WR d 
PPLEE-PRARDANTR wu, MAIRMA-TRAMK. BM, HB i PD 
Fi TCE EIHAR TEAS —(5,8,,--.5,). MR, SEG GT T T i—i et 

X. RACES PA TMM TRERARESR, 

Bae FRAC R WR, , DW, Vu, MMS, so SLE OS ERE, 
把 这 - ARS 用 到 第 i 行 中 所 有 相关 元 素 对 ， PA SHURE DIRE E TA 
KEES AS, MEK EME AR, 

SOS CWA RRS oe, mw (r2 TE RA ER- 
个 元 素 ， 日 这 时 的 屎 集合 表示 AR, R- NMR REMAP CIE 

4 .S. 公 含有 一 个 元素， 那么 此 元 索 便 对 应 王 本 梢 树 妇 ; 

b SKERT, MMB CRARAS PMB—wHts Ms), Wr r, W, eye 

BAS WERKES SMR RAT 1 (第 四 步 中 的 情况 5 ) ， 那 么 什 意 选 择 一 个 
S.-H HK BOARS RIS rS BE, PRR SRS Pg. m5, SEXES. 进行 化 
ty, MERS PREE- TOUE. MARRIR PR, BRR, WEI e 
MeEA—-TAEWAKGS,, XCTOGEOR TEETH T AGIR XC. 

Tiii (GREENE. RAAE, mmama, ASCP ROR 
HERRARTE. BRUM. PES MAEDA +A. TERE CB, 
HUMES SES H-t, WAEL ATR, EA is PS, fey OLOR E RES 
LMM AT CR ARTE S 中 ， 

fe lie. RADU MLSE sax fo XL ABA TPES, Fe, LL 
Dw, ap nC EH, SES. RMR RH, SADA TD IER IRE RE AR 
Wey, ( 1 ) Ss As TERI REI TO bit ic lee, Re 2 ) Ms As; (4 
LESH. Ptr. SMA ETI- ARTAR R, BOF PN MAS MS HER d 
"m, DAN X. As YT PR AH PAM MTR. BART LES 
VEAP RAE. Bil, WARE, Wits. A-TRAK, ee aes 
POPU BATT ACR. RIDER BY sti TERLI2.1), 
BW CELA AL s AHER AY PE AR St a, EUbÉ, ARR LÀ IB 
Zi. BAER THERE RAR T TP TR. 

APACER. BRAWN sR, BS TR. EAE- 
KLARA - TRASK, Rep Oe aE RTH PTH, 

tive hi FE, WARROCK TAME, BARAK 
dH GIN. LE, MOR DUR, MRE ASS ee Db RSP R 
RAM X ADOS MPH, CRAM AMS, SES, wo. wu. ES dx 
AEDH, Roc XWOERLITSITCP*G MARS, Pt EE RS CIT 8). 

DRG Fe M Go pd fi s FG rp a xc S Boe PUR P, MAUR, Gu KC Tur. 
H tG Gus. GuNVEBHAH. RES MEA Ogg TERM XS 
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CREED, RATERS MTR, mG, 中 的 一 个 支 路 ， 并 将 这 个 元 素 
转移 到 集合 及 中 ， 然 后 对 于 相应 于 这 个 元 素 的 行 执行 第 二 步 和 第 四 少 。 很 容易 看 出 ， 这 些 
步 些 结束 时 ， 集 合 Ss 中 剩 下 的 元 京都 是 G, 的 除 Gu 之 外 所 有 不 可 分 片 中 的 办 支 。 重复 这 此 
步 怠 , 收 终 便 导 出 一 个 含有 仅 出 现在 G, 的 一 个 片 中 的 笠 支 的 集合 ， 寺 此 也 就 导出 了 所 求 T 
本 身 的 一 个 术 悄 树 支 。 i 

M LANHE ER T RUA E FERIA TE 

12.4.3 5à 7" P& dé 


Bb EFE TOR BERE, FORE UE SPEO ICT bf PL FE RESTI S. 
如 果 得 到 了 实现 ,的 一 全 树 T,， EL DORT AUR b INIA ARKADNA. 
FA TRA AOA ATA AIT OS. UE, BIER REE. Bla GE 
Fit SE AY PS, 


1 2 3 4 5 

e[1 110 9 : 
Zeb o 1 0 1 
, ee tas 1 0 o 
o|o 0 1 1 0 
ilo 0 0 1 1 


我 们 可 很 容易 识别 支 路 1 是 一 个 末梢 树 支 ， 然后， 从 下 中 划 雯 第 1 列 后 所 得 到 前 和 矩阵 
FE l 


1 ae 0 
0 1 0 1 
Fy] 1 1 0 0 
0 1 i1 0 
0 0 1 1 


可 以 看 出 ， F, 是 通过 图 12.10(G) 所 示 的 人 来 实现 的 ， 但 是 ， 这 个 树 不 能 修 增 长 到 现实 工 的 
树 ， 这 昆 因 为 对 应 于 连 支 6 和 7 的 路 答 是 不 可 能 配合 的 。 但 十， 这 并 不 意 谓 着 Ff ERIE 
现 的 ， 因 为 F, 的 一 种 变换 实现 可 能 导致 的 实现 。 3:3: b, p812.10 (b) BOR BAIT tT 


4 5 
2 3 

5 4 

in ib) 


E 12,10 (ORT; HAT; ORT, 
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KOR, Se EAS RE lsc PEP AIT ( 图 12.10(C) ) . 

AT SEAM. RUAT PARME, BLAIR FL, ot d$ 
IMN AE EDO LS E AS BP BRE eT h KARE 6 AB . 

ROA APR MAT ER RDO DI. ce. PORRER. Ta eer es 
其 可 区 别 的 ， 并 且 每 条 路 经 的 支 路 数 关 I 1. WTR. RUE ERA 
的 ， 癌 果 它 存在 着 另 一 条 与 之 相同 的 路 和 经， 或 者 它 仅 会 有 一 条 E GB. 这样， 在 上 述 假定 
T. pi Pih vn PORIE E. REREPEN EATE 的 一 条 路 
f. RMP. Pa oc. Po EE, MARERE -TARR ——- 

a oat be E E i 
、 代 得 在 实现 了 ,的 每 个 树 中 ， MEP. Pay oy PA- PASE. RAE BH, Rt 
“ine sere eee Hau ui iu RRR T. 

PEREP. Dus oP PRERSRMED, DAD. ppp. WRATH 
RPh D RE. a xot A PRR, Bop. sf Pp, 
MALL. Eros PERSE BE TER Par AE RE — Ar PP BO w— Pas ©, pe 
K) TEASE SR SA MET t SEG, BBE PRN REST oA TE AE IE 
E RNPASNSROTRARS. AE, HFROMNAHRRM, HORNER 
HIGHT - 27° 8 «Ut, BAB oP HT E KE, 如 有 杂 下 是 不 可 实现 的 
话 ， 那 么 增 广 后 的 了 ,也 是 不 可 实现 的 。 


x 


Bo GC 


RAVE RIED BP Epe kc83. 4o. 了。 如果 对 于 某 个 F p.Qp.—p, MAH 
BP MRED TELA. ZRA- (4939208, BEF RI GMT UT BM TR 
BI 

T.P pi POPs cs PIÈR. 

2P:BPs, PePPe c, PDP. - j 

1p BEBE RENI Fe R6 CT GRE ARE, BRR Du. Duo. PS p; 共 享 一 个 
FES RIG) FB pP CRI, KNAW YD 向 Ps 其 有 一 个 公共 端 顶点 时 ,PP， 
儿 P: 是 一 条 路 径 。 同 样 邮 ， 第 二 个 邪 径 集合 的 存在 的 规定 追 使 PP;、Ps、…、P, 中 的 每 条 路 
径 也 和 ps: 辣 享 一 个 公共 的 端 项 点 。 上 因 于 了 :中 不 存在 回路 ， 并 且 预 先 的 檀 验 保证 p Dp A 
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pr (k=3. 4. c T). MART De e121 Bras EE, FBI. pn Ms 
的 公共 端 质点 也 是 每 条 路 径 Dx (k3, A) AU. RE, fmi 
是 可 实现 的 话 ， 那 么 在 这 个 矩阵 任何 实 堆 的 了 中 ， 路 和 Pi. Da PA RACES 

TA. ERATE, TW ELE Kit RE OH 另 一 方面 ， 如 果 增 广 后 的 六 ， :其 际 证 个 
可 能 实现 的 ， 烛 么 这 就 意味 着 如 下 两 点 之 一 ; 

1 是 不 可 能 实现 的 ， 或 

2 PREFER 的 实现 ， 在 这 个 实现 中 Pi Pa 了 其 有 一 PEA GET A. 
在 这 两 种 情况 下 ， 卫 也 是 不 可 能 实现 的 。 

确定 一 个 洋 现 给 由 此 阵 下 的 树 开 的 步骤 将 在 下 面 列 出 ， 


12.4.4 dd H E 


我 们 首先 对 反复 应 用 前 大 中 的 操作， 直 他 获得 一 个 不 能 再 进行 化 简 的 滤 阵 户 ' a, 
KEARE HRT 后 ， 实 现下 的 树 就 可 以 用 此 而 生成 了 。 

COR] T' TRS, BPR ERE HERE. KP op Rd 对 
REP LPO ARAL SK 1 TS 2AF diit PR SUF A SUA PE 对 于 这 个 增 
J Fa eB TTA RY SS RRE, BREA APY 

SUE RATA SPORES FARAH MEE, 3E ELHERE Toii TIA AR OS? 找 求 
HF WR. BER- IHESKA HAER PAL. BE ROEM, 
DS ER FRERET, RCTS FEE LA FE RAR OK, 

AEF En EREI, AARM FIRM TIP, MR IEC TR A AY 
次 序 加 上 。 章 春 中 抬 作 的 应 用 保证 了 两 个 含有 末梢 树 支 的 路 径 的 存在 ， 因 此 ， 林 梢 桂 支 的 
位 置 在 每 一 步 中 也 就 椎 一 地 固定 了 。 这 样 ， 我 们 就 能 够 殉 造 出 了 '， 因 而 构造 出 了， 将 对 应 
” 乎 了 中 行 的 违 支 加 到 工 上 之 后 ， 同 鼠 就 被 实现 了 。 l 

RIETI, ARR ET HG SV FORE A SE FAR RE AR DA EF EREDE o 
X — iL fü EEOTDL EN RIPUE S, RR REP Pih cce. PARERI 
的 ， 曾 且 每 个 路 径 才 含有 数 日 大 于 ! 的 树 支 ， 如 内 在 Ts 生长 了 的 过 程 中 ， 在 任意 一 步 中 不 
3[ 8E FSI AUR CREER PIT ASIE E 18, mi ee ene Ju. 

Tg RTL II APR UI Bi de. 

HA, RRmESABGEX 


1 
I 
F=f 0 
0 
I 


D = =e So ro 
O m — Lm C 
Lon Oo me ~ A 


ANTUAN., BERNER E REGIE SLE E RO BR PER te fh. Ate RM. 
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tms 
ko 
Uu 


FUE 


A» 03 NM e 
wm 2 rt 
—- wm ow oo 
Pm won e 
w yee y a 


ZER- Wed 2 ETM ARIA. NP ARAL TRAE. 
Pity TR E 12.4 SUA OY CR RE AS BH. MARI, EK E T 019 
PMT) VER, Mi C 


ž 1 3 4 
i l 1 
0 1 1 
上 ,{ 增 广 后 的 )= | 0 1 0 
: fji o 1 
0 0 1 
.区 去 对 六 于 平凡 路 径 的 行 之 后 ， 我 们 得 到 
1 3 4 
1 1 1 
Fi=| 9 1 1 
1 è 1 
XPE, WHH 
1 3 4 
HN ı 2 
$1.1 2 2 
4p 2 2 3 


KRAIT RIEM, RME AT K-- PR BAR. MP PREM 3 的 列 后 所 得 

到 的 实现 也 :的 树 T., 仅 有 两 个 支 路 ， E12. a) BAR. EP, RHE S, 

并 使 得 (1,3,4} 称 {3,4} 为 路 经 ， 以 及 得 到 全 ,， 如 图 12,12 (5b ) 所 示 。 树 支 2 现在 上 青 灿 到 

Ta 使 得 {2,3,4} 利 {2,3} 为 路 径 。 这 样 ， 如 图 12、.12(c) 所 示 的 树 工 就 得 到 了 . 
VEA LT Bg, SB FS 


1 4 1 4. 3 1 4. 3 2 
iei th) ic} 


图 12.12 (DAT; (GOWT,; CORT, 
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1 2 3 4 

1 0 1 € 

1 ð 1 1 

F=/ 1 t 1 1 

1 1 0 1 

1 1 0 0 

REAM ERW H l 

p 2 3 4 
iif 5 3 3 3 
| s o3 
a E Me 
y 4[3 2 2 3 


MP1, RASLA 因为 这 个 集合 S 不 可 能 青 进一步 化 简 了 :所 以 我 们 从 中 划 
去 任意 一 个 元 农 ， 比 如 2 。 现 在 我 们 发 现 ps，>20ss， 国 此 树 支 3 是 一 个 来 梢 衬 支 ， 这 样 ， 
PR=(l}; p—i(L4DEm: (1,2,€, iip. Dp. p, 我 们 现在 从 忆 中 划 去 第 3 人 到， 并 
AAP.OP, POP: MPP TK UE. LBL TMA Ze, S SU 
FUN 


1 2 4 

] 0 H 

E p ok .5 
pi i 

T 1 1 0 

0 1 1 


相应 的 人 矩阵 为 


ww NN U A 


1 2 
I 3 2 
:| 3 | 
| 412 2 
相对 于 WW 的 第 行 的 集合 S 是 由 2 和 4 组 成 的 ， 困 为 这 个 集合 S 不 可 能 再 进步 化 简 
了 ， 所 以 从 中 划 去 全 意 一 全 元 素 ， 比 如 2。 因为 在 这 … 步 中 ，5S 中 仅 存 在 AER, WE 


4 是 一 个 末 宵 笠 支 。 因 此 我 们 有 P, 一 {1}，Ps=={1,2} 和 DD, 一 人 2}，- 由 于 PD 和 Pp, 的 环 和 等 于 
Pps， 所 以 矩阵 不 可 能 实现 ， . | 
12.5 (+1) 节点 电阻 nm 端 口 网 络 的 实现 一 一 | 
在 12.% 节 中 ， 我 们 提 利 有 两 种 基本 方法 一 -一 种 由 Cederbaum 提出 ， 另 -种 由 
Guilleminjg ti — 3: 4-— 4 (A0 Sc XERIOB EE Y — Cu MER e Cn) 1) IS XU RE n d 
ae Sup ERE SIE, KP ORAS. RIZ. sz. Wea eat 
T Cederbaum 方法 中 的 两 个 主要 步骤 。 
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ME hH BaoqtN[12.4»b£5)055851—4 Ww dE. EBT Guillemin 的 ike 
SREE- -PR Th PTE Ee 2b itty me, 

TRA EMERE Y AD AES NRO AT, 

2GRARYGRT, RAN yal ri UAR Re SEY, OLY pe 
Bl, AP RRA RT RENGERS A 22A). 

3 . REY BREDA, MAR 能 容易 地 获得 所 乔 要 的 网 络 《 见 12. 2); 3l. 
了 就 是 不 可 能 实现 的 。 


iD 


12.5.1 末梢 端 口 的 识别 
fF Rach urn, 用 来 实现 一 个 (241) PA ERE aine dd 


Ut, MENHAR RARA SKRR EA WALAA 


BE Yul j 算 法 ， 就 能 确定 这 样 的 卡 梢 端 F. OPT SERRE “Fig it a4 
Di 9 ; 

$i BRYA. mda t ale ba, GS AIM. 
Fh idifDuXxcskm, MERAR TLR, KARTERA PAE. CN 
W, BSS (8, , 85+, Se}. . 

SIG GGERYBUA—Í[EE4j, RBIS WBA SH, Ms, t Uis. 
Dodo WARASE Es. FATT HIN SHB RF AS, 

Sx PHL (RKO ORIEN THRE DH). 
BAIA Tb REE S REE SMART AR, ABA RAGS TT BLE ER 

一 个 元 素 ， 并 且 青 重复 第 二 和 第 三 步 ， 最 后 SIBI 8 — oe Ie Rn CIRC 

12.5.2 无 零 元 察 Y 知 阵 的 实现 

现在 我 们 郑 虞 不 包 合 零 元 素 的 卫 矩 阵 的 实现 ， 人 允许 各 零 元 素 的 一 般 情 况 ， NES 
uer rp 论述 . 

实现 全 非 零 元 素 Y AMMAN, 是 以 存在 一 个 生成 人 的 你 个 绸 对 的 过 ` ee SE TE 
Bj, MUR eT TOpXEX—TA- -个 末梢 硕 点 到 另 一 个 顶点 的 小径 ， 作 NECN EAR. IHA 
MEP KM, ANTEATER, HM, KAELA TETRA A 
CUM PR AG AS ea, OR, SRC A eg Y — 
ERBERK. FART T SURE RRR, WRA X EE RE EE fen ELO eio 
SMH, WAR AIS I RE. Sign. Did d. C, T 
(r,s,t E RARTi, GLK. P, d, r, SAE FARE Hope L4 
Pe Te ne oe end aM ELS Um UEM 

KWO i BAH Sa AR WA oe ET EAC RIS AE HR POR BL 
breite SER, SOP ACP AA ee DAE SY 

Lm, 是 了 中 第 i 行 绝对 们 最 小 的 元 素 ， 设 传输 电导 yi; Cis NERS) eT 

dy 当 它 不 是 末梢 端 只 时 ， 工 集合 【12,.4 节 ) 的 
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ST CE RMR 2. REPS) EMT TRU TREAT, HARE X 
(eo GLEE. OT, Gub i ERER, CT PRA 
& Yid P MAAK, 

Ry RE Ch): HEPIES-T k, Ny. FSM CRI. BAR RTE 
faim) ACP (0812.2), BRIE, A Ap PUEDES 
WE RETEA, k, 1.90. RAR RRS. BER 在 前 而 
RENE, HSA TUER de i AR ORT. 
TOR ITE T REP RA BRO, MUARA i PML k, 
D. NST ARB EK, ROMER RIH Yol Pti, EAB jT RREK 
的 项 中 具有 最 小 绝对 什 ， 并 获得 只 外 一 条 最 大 路 径 ， 即 确定 所 有 俩 yysiyso 为 正 的 zx。 没 
X-REERONL 《 p，9，… ) ， 我 们 现在 把 ra，3w，… 这 些 元 素 圈 起 来 。 重 复 进行 这 个 过 
T SY A tT PRT va 以 外 的 所 有 元 素 都 被 图 妃 来 为 止 。 我 们 注意 到 ， 每 个 端口 
j、 了 P、… 仅 在 一 个 昌 大 申 径 刺 引 入 ， 而 其 它 的 端口 可 窑 多 二 一 个 最 大 路 积 中 引入。 

SNF PRAT ST EASA IN Rd BR, SE nm 
RLAR. Aik, RIE RAR EP RO, RETO i Rem Se f 


Pe i 
UHAL ILA SiO i fede SOME AER, RIA D dte ln 
A. Rit, MA-PE ROT RAEN NA: 


i, m, (he k, n, OD), s, (1, u, v), (w, x, Í) 


Sfc TE 2S RL Xu, AT Rds, KAN 
BlpHDTfRUGh. k, ngo GRE. HEGRE ARENT, ERE TAD 
Lim Ayie SE a APHIS, MRG RRRA, WHR 
jEXCES ELSE SR ECARE, NET de Se ER ES SS ROR s fo. 
XE H3 OOP RE Te Os Fran SA AHORA), HARRI, Bb pui 

CK 5 e nit d CUBUS , E 
然 曾 ， 有 时 也 可 能 直到 这 种 情况 ， 鄙 抑 妨 时 的 所 有 端口 对 外 面 的 任 一 端 中 的 信 入 学 
WRATH. FAL MERA. s 0o gan), te, BITTER 

. lg. .i ios [gi 25 UM fi TT |=} Val = lye | 
TSAR E-SERIES Hk DIY UTOR, FEEL 分 Mos UA 
TEE eu CE AS, Hg, LES p XE PETRE RIF, 352, S, G, T, n, YeEGe s, 
Behe Gs 6 ARE WARP, JOBPPRHUSISUL So. 

EAR BE AEF OY ESTEE SEH LJ, HISCRUGPEI AB CAO oh B TRE Oe Fl 
FRSA RII. PR PRK, ATE CPGE. 

TF al Fe bE SE OG IR GERE Y AR AA ot 


a 


D T 
Tw 7 


265 


1,67 2 10 145 45 17 23 33 18 2% 
2 | 26 30 8 一 8 23 5 12 8 一 3 29 
34 te 3 30 2 5 一 4 一 1 11 5 3 
4/15 —6 2 45 39 9 4 11 —15 -12 
5145 23 5 30 79 14 16. 25 —18 29 
E- 6| 7 一 4 l4 30 —7 24 3 5 
7] 23 12 一 1 4 16 一 了 49 一 8 7 12 
8 ] 33 8 11 dH 25 M 一 8 42 8 14 
9] 15 —3 5 一 15 一 1g 3 7 8 36 一 3 


101 26 29 3, —12 29 5 12 14 一 3 4 

LARS- REND 3H, 

2.4383 行 中 ， 最 小 值 元 素 在 第 TARE, Ba AM. EL ER. 7X 
我 们 注意 到 ， 对 于 8 = 3，7 和 8， 胃 ;和 拆 ; 具 有 相反 的 符号 ， 因 此 ，3，( 7 ，g]) 是 最 大 路 
4. ERITH, RIBERI 列 和 第 3 LK, WEN 

. |. Ee 3 80 2 58 —a4 —1 @ 5 31 : 

3. 在 第 3 TRABESTEP, WAARME HOE. AM FRO, 47). 我 
ERD, XPTk—1, 3, 4, 598, My AAMAS, TUÉS, (L, 4. 5, JE 
BARAKK, RERMEBET Yn, uH 芒 , 项 。 娄 似 地 ， 我 们 还 可 得 到 其 它 的 最 大 

4 .考虑 路 径 3 ，(2，1，5，8，10)。 将 括号 中 的 端 上 后 按 其 对 端 R 3 的 传输 电导 值 的 遂 
BUTEA, HH 


图 12.13 (DAT; oR, 
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PREG Y WURST, RIDES IS D» gel PE, 3, 8, 1, 5, 10, 
fiir 


Hi 


来 确定 。 最 后 所 得 到 的 端 硒 方向， 


0 0 i -1 0 0 9 0 6 Q 
0 0 0 9 - i-o 0 0 
1-140 0 0 0 0 0 0 0 
0 0€ 0 0 1 0 0 0 6 =! 
|o 0 0 1-10 0 0 0 0 
Bc er um ca^ 20:29 oodd. 
0 0—1.0 0 0 0 0 0 0 
0 1-1 6 0 0 00 0 9 
0 0 0 1 6 0 6 0-—1 0 
0 0 0 90 1—30 0 0 0 
对 应 于 T* 的 短路 电 Comcs 
Y*—K'YK 
30—15 0 0 0 o Mes DENS MEER: 
—18 24 —1 0 0 —6 0 —2 0 
0 —1 4 -7 —4 0 0 o 0 
0 5 —7 2% —16 0 0 0 —3 
_ 0 0 —4 -16 23. 2 0 0 0 
| o -8 0 o 0 I =~1 06$ 9 
一 3 0 0 0 0 —4 30 一 5 ~3 
jo Se 6 9. 0 0 -S 30 -8 
Es o 0 —3 a 0 -3 —3 36 
ere MEE I Eq m 
REY URS. KRYK LOBEL ROS eS, "IY SEE ok. 
ET 
^ Qu -Yii 1<i, jlo 
Gi = Yur X ow b lztiszlo 


XB O 
5.D34 Xj Cz nR 
8, *1 3, 8, 1, 


3, 8, 1, 5.(2 10) 


2 是 一 个 有 序 


个 路 公有 公共 支 路 ， 所 以 它们 很 容易 来 排列 ， 因 此 ， 其 它 朋 序 路 
5，4 和 3，8，1，9。 


6. 端 巨 权 了 加 以 很 容易 地 确定 了 ， 如 图 12.13(&) 所 示 。 
7. 任 意 -: 个 端 避 的 方向 《比如 端 中 1 ) 都 能 任意 确定 。 其 余 端 口 的 方向 要 用 定理 12.1 


如 图 12,13《 8) Bra. 


8. 设 与 T 有 同样 天 点 集合 的 足 树 7* 的 选 拌 ， 如 图 12.13 (了 ) 所 示 。 
ARR ABER AV MV AEEA HTF: 注意 V ,一 EV 》 


it 


JB FRA X 


L 


12.8 ”进一步 阅读 


研究 如 端口 电 限 网 络 芍 领域 主要 涉及 到 如 下 儿 个 题 司 ， 

nti 个 节点 的 nn 端 口 网 络 的 Y 窍 降 ， 即 秩 为 % 的 ft 端口 网 络 。 

2.5 qn-- VA e Bgm ET LAE BY DE, 

5- 堆 度 为 ?的 ?端口 网 络 的 各 矩阵 。 

为 了 实现 割 信和 回路 矩阵， 在 12.3 节 给 出 了 Cedesbaurn 分 解 算法 以 及 在 12.4 节 中 给 
"T Rao 算法 ， 两 种 算法 结合 起 来 就 完全 解决 了 构造 其 有 给 sE X Ree A+ LAE ig EI 
网 络 的 问题 。 为 解决 这 个 问题 ， Rag 文 献 在 [12.4] 还 给 出 了 另 一 个 鞠 代 算法 。 这 个 算 法 ， 
EARME ERRIN, PET Guillemin 方法 的 ， 它 包括 了 REC MY pe S 
出 端 口 图 。 关 于 实现 雹 非 零 元 家 了 给 隆 的 算法 ， 参 见 文献 [12.5J。 早 期 关于 尼 十 1 个 节点 电 
Hin WTAE, GISGÉEGORR[12.0]80[12.7]m. 

Guillemin xf 8A : T Sci Bos A Tine "S NE AE BS YA ES EY) — 
BIRTE. MAPA, ERR RH A Y Rud ET IRS ek. d 
Ji. BRT ECM +2) AB EHI S BE LA, Pan Cee Se. ESI 
PAL12.9}, [12.1070 2E [12.11], 

Au ff1dk12.3 8 BUM MERE, Cederbauimn 8r p ar bL BOE AH ARE EA m An 
SZ. Xx 12.0 PRA RS RRR TSM TRAE A wi nsa RATE 
IEA AR, MURATA, YEXOMN[ 12.12] [12.13 9 CR Fri ie. T l 
SIXIR. L4H 12.15]. RAT RN MM Zz [3] B] X63, 

Cerderbaumxr Sc ik[12.18]3| A TARR Se A Al RRA Ba, ATRAE Zea 
SE ny E ee OR RI, RR 12.17 ] 0E 12.187, 

fi ze Xr reid C HB BL A 0038 ff 8s [el ERES TE GL pum, Zgf12.125, 
[12.2020 & 112.21]. 

ATA AA PME BSR, WA 3509 [12.22], [12.23]112.24 |f 12.257. 

文献 [12 ， 26 Hie T t Bro HERO spp MULT S RS. PEE BREECT SOLLTE P3 
FF PASSE SY ASE FA, a es Btn Pe OS WO, RE RRA RRL 
PULSAR ASAE. NEEDS XORD12.27]. 


s. 3 S 


12.1 SRO N, BE DEAE 组 RUE DIES GIRL my RE DEC dun 
HFG RAN RED BLUE HE, uk RA. FEKE, Bol. KAREM, REM, = MI, 
BUR. 利用 定理 10.31( 见 文 献 [12.28] ) 。 l 

72.2 FRIAR, VAREL, VRL BEJM. AV, AVANE S NIS OBER 1 
5 LOC SCBESEIE CT Hs 

12.3 BjCederbaum7i E R ip HE AT o Mee Sod P SO rb E GR O I 
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12.4 


12.5 


12.6 


3 2 0 1 -1 2 
2 5 -2 0 2 2 
0 2 9 0 -3 0 
1 0 0 8 -1 -l 


SX T i 05:39 PA E RE ep LT I EE; 


1 $090 1 9 6 1 i 0 9-9 1 
0 0 1 1 0 1 0 0 13 6 1 0 0 Q 
Mp 0 1 G 1 1 0 I 0 6 Q0 0 9 p 
|? 1 9 uU 0 1 1 1 9 uU o 1 a 0 
i50 0 1 0 1 1 0 6 1 9 1 0 0 0 
tt foe 1 9 9 4 €* $9 8 $ 4 0 
0 0 1 1 90 1 9 1 0 9 0 Q 0 o | 
0 1.000 6 t 6 0 0 6 0 1 0 


RZL AME MA RN 的 开 Ret AER EN: RNE HT BE A 
SPERTI, WAZE: MSO KRL Lk, REKETE n £a. elt 
CUS, RRM PAR RD AA ( 矢 昂 文献 [12.14] ) 。 

A tjnt ANIA ZH MEO, Qu, Yin Y, 88,202 €t m2. LP BOR DUREQ CY LY 1 


^ Qu (NBI E ee SARE. uU]: 


12.7 


12.8 - 


(a) Y¥=Q,Y,Q!, BQ, ENN Eta HEE, 

(b) AQ, Anti NE sc, S EDO.Y,OI— 0, 

Ni PETS RAN AN RAS, N RUN LI i Fera ABRE AE YY, RT. Nen 
PSB PY HY. SHAN FON, AAI eee RE CS. WEI 2.187) | 


AERE 23812 GANS TARE SE AA HET RS OT SR EGER SAGE ET ERE 12 MES ES UE 


H WIRES AS BS SESE, EPE TG STITT AED. 


32.8 AnA ENA Xe B, Ba Zia, Zi, 等 ， 其 定义 MZ PH, BAK CB, 
Z, ZB, ) MENAI BREE. TE: 
(ay Z= B,Z,Bi, ABB, REN HE ic I B 
(b) Se B, na CT NBN Ke oc Ri HE, 5 HTORBSZ BIS 0, 

12.10 考 忠 两 个 具有 相同 的 端 了 图 、 迪 图 和 方向 Pn NAN MN OZ, MZ AUN TE Be 
SADLER MARE RST IN RUN Ae OI, RN, 
RUN ANAMDA CORN WAN RAEN, HN Li] 5 RE AE CEN, BIN 
EENH RREAN. WRIS 15 ERO EBEN S RETE EE EZ +2 HIN, 
AN AT AB DH EE CWA 2.28) 。 


Fl 12.15 (WNG CON, CON AN, H-MRS, 


72.1) 运用 习题 12.93 (0) WAR, RH — Pa, Eee 回路 矩阵 Sj 6212. 14 DR EE S 

相同 。 | ' : 

12.12 $E — REL RN, iH xEÉans.ef2.lengn d, ste anii nM. ETE 
HSER BEI. 14 RF AED RAT. IPRA eR ERE, 
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第 十 三 章 WASSER REU 


本 章 ， 我 们 首先 根据 与 一 给 定 网 络 的 某 些 子 留 有 关 的 导 纳 来 推导 网 络 诬 数 的 公式 ， 这 
此 公式 {或 称 拓扑 公式 ) 是 1847 和 全 首开 由 基 尔 抵 夫 以 电阻 形式 给 出 的 ;而 后 又 于 1892 年 由 
AEE Lk RTE Ss h K ASR AH SPE AA ae SAE, IE EE SR 
矩阵 相应 余子 式 之 比 来 求 得 新 扑 公式 ， 因而 本 瘟 的 许多 结论 很 窑 易 从 第 六 章 的 结论 导 别 ， 

在 本 章 后 半 部 分 ， 我 们 将 介 细 一 个 计算 网 络 画 数 灵 乌 萎 的 方法 ， 此 一 种 方法 基于 件 随 
网 络 的 概念 和 特 勒 根 定理 《 定理 11.3 )。 | i 


13.1” 无 互感 RLC 网 络 的 拓扑 公式 


本 节 ， 我 们 先 从 节点 导 纳 矩阵 人 手 ， 推 导出 无 互感 RLC 网 络 的 拓扑 公式 ， 

首先 考虑 一 个 单口 学 互感 DG WAN, BNR ANILA, iyo. LL 2. 
oR HRA LAOS AMOI, Sick T 13.1). RN PA WAS 
(了 电容 电压 和 电感 电流 ) SME, AER oe Ms EL 
症 ， 让 我 们 在 端口 上 里 楼 一 个 值 为 1 的 电流 涉 来 激励 此 网 络 。 如 ARV. Voe V oet 


b. 2, AD O RHE, YRR BIS NUL 0 WER 5E 2S SRO BAN AY 
AWA RED l 
f= " 
YV-I ( 13.1) 7 n oe? © ae 
Èg i54 
i Wu t N 
WE 人 1, ~ 4 n 
V a 
Vue ; ; J= : . MM 
E oil ORG 
Va { 0 1 
Ax (13.1) RV. RI 
. R | 
V s2, 
. A=dety, AY=VH C1, 105 TX 
ASE, NARS a Gz Dy | 
= Yo Ay, 
l 2i TA . (13.2) 
i HN IG fa ACH y N 
t , A , , . 
C4, Aa E (13.3) 


Ap ue. VAIN, PULA NORE EDI RA LRL 
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A， 这 在 下 述 方法 中 祖 容 易 做 到 。 
首先 ， 泸 们 定义 困 芍 一 个 子 风 的 导 纳 积 为 与 该 子 图 各 边 相 应 的 导 纳 之 积 ， 如 果 - -个 也 
BREN, BEA TEM SALE XW 1 的 一 个 耶 图 的 阻抗 积 也 由 类 似 的 方 去 洲 定义 ， 
运用 这 些 定义 ， 令 
W 一 机 的 全 部 生成 树 的 导 纳 税 之 和 | 
Wi = 人 的 多 部 生成 2- 树 的 导 消 各 之 和 ， 
CCW)= NN 的 全 部 生成 余 树 的 阻抗 积 之 种， 


C ( W,,, ) 二 的 全 部 生成 2- 测 T;,j 的 补 的 阻抗 积 之 和 13.4) 
mz, m, ccr ENP SMONE, BARE . 

CCW) =w ile 200 (8.5) 

C (W,,) War (13.85) 


Sfc He N 05 i Sq M. MAAN UJ DS RRA A AS. IS CECI, 那 
么 我 们 就 会 发 现 ( 习题 6.16 ) 
A =de Y =W (13.7) 
AL Wi,, (13.5) 
desk (13.52 8) C13.8 RAR (13.2 ) (13.3), Weare 
定理 13.1 Y, ZARR RID Zo RRC HA BUR zu SAAR RA DC. 
如 果 上 和 0 是 该 网 络 和 的 口 端子 ， 那 么 


ia CONS 
b. wecw cS 
wW C(W) rj 


iR TW DUE. S) 
TORATE FILO AW MERC aH N (0913.20 BOXE B HELGA ERR REALI IA 
xk. AKREN PE PMR WE. BLA, LARRE UBRO N IE XLI ZR. 
那么 双 的 节点 方程 可 写 为 


YY 一 工 
这 里 
l, 
wt P 
i I zh 
" 0 
El 13.2. HERES l I 


REMY. V. V. WA 


1 
Vi- = (Aud, AT Anl 2) 


V. : (Ahit Asl) cM XE 
l 


ISIN 
V,= =A CA tAk —A,,1,) 
从 十 述 美 系 可 得 、 
V, I. Ay. ån— Ân | H. . : 
V,-V, Bos A,—5, Aut AS Ass As | I, (13.9) 
HE: AAY AR RI, BUS 
Ay= An 


HEV BMT) RBE, V-V ,是 端口 2 的 电压 ， 所 以 式 ( 13.8 ) 中 的 系数 矩阵 就 
SFN MERHER Z.. M 


A, Ner | 
Z,--1- ut ir | (18,10) 
7T BN HAS IU SEA RMB RZ MOOR. AR | 
A=W + (13.11) 
再 由 式 ( 18.8) 得 
Ay Am Wirm Wiss (13.12) 
WS Ay $8 VAEXR2Z-BIT, SEE ET nw RAET no 则 有 
Wis Wiest Wiss ( 18.13) 
Ws = Wiss Wis, f (43.14) 
3X Ci3.13 ) Ht (13.14) fEASE (13.12 ) ， DES 
Aam Å= Wisse Wiss : IE . (18.15) 
EFA, l 


A, AS ån =W yg e Wan 2W s, 
= W tet Wyse W, , Wm 2W aa 
=W puat Wi. 26 
一 全 A (13.16 } 


HIL (13.15 ) (13.18 ) RAR (13.10), ， 则 得 如 下 定理 ， 
定理 1,2 设 轩 是 一 个 双 口 无 互感 LC 网络 ,, 它 的 各 口 正 ， 负 端子 如 图 13.2 所 示 ， W 
4 NAR SR ELDER RZ, V , 
1 [Wire W oo ck 
LA W i2 —W i ; . Wis : : ft 
dk (13.5). (13.6 ) WE AERE E EJ, Zi I JC BR ERR AE X 
2-45 YER. 
9a SP EY A Zoo CR A, m 


Z.—- 
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Y= 1 S AntAs—2A, A 一 A 
Aunt Rain aA 


AnA, Ass (18.17) * 
这 里 应用 了 恒等式 
A am i CA 人 Am 一 Ai Ai) : (13.18) - 
注音 ， Au n Y ARDY ( i, @) MCF, k) 元 束 的 二 阶 余子 式 ， 并 表示 为 
An m= Sge, i — josgn( à — k)(— 19° ** det(Y;,, 5.) (13.18) 
这 里 ， 


gp rto? 
= l-i1, r-s«o 


RT AY PHASE, (PMB I, RATED, KEE AG EY 1 
MFY HCG, kA A TR, WAR (13.18) 可 称 为 雅 可 比 等 式 [13.1]. 
WER R8 ABS SOR BRR, sn ` 
AGB NIA IS) GEREN ABN’, WAL 为 参考 点 的 N' HARSH 
REY 'RETY,. MBAA BRY' MOY (j, k) 元 家 的 余子 式 ， 那 么 如 前 所 述 
有 和 一 入 
如 果 用 了 ya 表示 具 ' 的 - -个 生成 2- 桶 ， 其 中 节点 了 和 大 在 一 片 上 而 节点 0 在 另 - - 片 
上 ， 并 且 凤 ;ys 表示 太 ' 中 全 部 生成 2- 树 T 和 7 的 导热 积 之 秋 ， 那 么 根据 式 (13.8)， 则 得 
Bie Woate 
但 是 因为 在 本 中， 节点 0 和 节点 REAR, BOUN'É—4EAXEOBITSs.IIBPAGENGE 
— PRINT ier MA 3-H, HD 
Aut T Ap = W hyo Windy (13.20) ， 
RE, Wore EG MT irs HIS BE RSA SAB I, 
ETK, FER (13.17) PMA yt Anns Arg. AR (13.20 ) OA 
Anta t Anu — 2585 = Wien + Wig 22W, in 


”内 为 
Wie = Waigeo t Witte t Ws ors9 
利 
Wins = Wipe t Witassat W,;,;20 
所 以 得 


Aspet Ånga As 二 Wr 十 WW， ise FW oss (13.21) 
GBs (13.8), (13.15), (13.16 ? $0(13.21) ,. RABAY, rh Ze BOE XE IG H 
fX. 
定理 13.3 RNA-PROREBRLOMS, KRERONME, Mewar ngls.2 p 
A. WANBAEECSRRSAEREY ,L 


Wis Wisa AW unn Wiss 
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x 


W,, 
Wa n7 Wins 


W, (PELI -W, Tse 
Wire 


| 


C 


更 在 我 们 求 说 明 一 个 双 蝇 人 DC 网 络 的 开路 阻抗 和 短路 导 纳 矩阵 的 拓 夫 计算 方法 ， 下 耐 
的 例子 选 外 文献 [13.2]。 " l 
参见 图 13 .3 所 示 网 络 。 该 网 络 元 件 用 
a, b, c, d, eios, oct ta 


ZB? Es t. 
ER: 


SHOR Tim. Ak, N 


RG ABN T, WE 成 2- 树 。 fro FE, N 
ARRA W Tao Tag Tos 


ERY. 


用 来 求解 Z,. 和 Y,, 的 生成 树 、2- 树 、3- 树 如 下 


~ 


(b, c), (b, d), 
(a, b), (b, e), 


(a, b), (a, e), 


(a, b), (a, e), (b, ejfe, e) 


(a), 


(c, d), (a, d), 
(c, e)fü(a, e) 


(a, €, e), (c, b, e), (b, d, e), (a, b, ©), 
(a, b, d), (a, c, d), (a, d, e fü(c, d, e) 


(a, c), (c, e} 和 (b, e) 


(byRICC) 


出 上 可 得 更 、 Wy. Wys Wiss BRIW, s SNF: 
W=60s" | 1115s! 十 163 

W = 278* 2-3354-2 
W,,-—190 15242 
Wo = 125! --12$-- 2 

W, 2,0 = 3843 

BADR AT URLS. 2S 8813.3, HBÜSDRIHZ. HY, 


下 二 二 
: 60s'--11158* J- 16s 
pers 2 125?4.)284 | 
12s) +12s+ 2 125! 4-15s4-2 
y 128! 1594-2 | 
” 3903 |—(12574-1283- 2) 


—(125* 4- 1254-2) 
27S + 335-2 


| 


?77 


“15.2 ”一 般 线性 网 络 的 拓扑 公式 . 
.本 节 将 讨 治 一 般 集中 参数 线 作 时 不 变 网 络 的 拓扑 公式 。 我 们 将 采用 对 应 某 给 定 网 络 的 
有 向 图 中 的 有 岗 树 和 有 向 2- 树 的 导 纳 积 来 表达 这 些 公式 ， 挫 当 这 些 公式 的 起 点 是 如 下 定义 
的 不 定 导 纳 矩 隆 。 a ee 
AGERE NT I. 2. ARN, V, Va Vere 子 相对 
于 现 络 外 部 任 一 端点 OBOE, h, J.T RR EREA, MARE 端子 的 电流 
( Bi) ; . 


PA 13,4 nF% 


AURN BOUE NOY He RRM, RON RE SSR. Bt, 
OYVosI 


Bi Bye Hs V, I, 


Un A m V, I, 
PR 3-22) 
P Vex Yen V. ` 1, 
TRE HERIANSON P nume, X i 端子 与 外 部 端子 0 形成 第 i A, BLA 
发 现 ， 不 定 导 纳 短 阵 多 是 这 样 一 个 交口 网 络 的 短路 导 纳 和 矩阵， 从 曾 


Pe 了 
n im "v. 
Ed &BVi-osiek 


RAZ, MERE- TALS RCM TRAM 0 之 间 , 并 把 其 它 端 子 与 外 部 


端子 短 接 ， 那 么 流入 端子 j 的 电流 1, 值 就 等 子 绿 i， ,我 们 能 够 用 这 一 方法 来 计 HY MERL 
守 ， 例 如， 于 13.5 盾 未 网 络 的 不 定 导 纳 矩 阵 可 证 明 等 于 
, 278 


dde cU. RT D mL 


一 2+4 Sed xd O3 
—1 Ig  *g,tü« =o, 7€ 13:23) 
0 一 1+gm  —98,—0» 1 T9» eis 
该 例 选 自 文献 [13.3] ` | 


以 下 将 证 实 不 定 导 纳 矩阵 的 两 个 有 月 性 质 。 
根据 基 尔 霍 大 电流 定律 ， | | 
4d, o= 0 
因此 a 
( P as Vs sb ns +9,,)V, + (ths ru Hae ESO, 


pb (Hie Wien d You) Vac 0 
He: PAV. Va oV MAR. ReMi tk, V9.4. 上 式 就 化 
简 为 
( ds + Yat Vi Q 
因为 
V. 0 
MA 


( Na + Vue kx Yor) = 0 
BY, AESBABPERAGUGRZUBSTXY. 


我 们 也 本 对 了 的 各 行 米 证 明 类 似 的 结果 , 即 了 任 一 行 元 素 之 和 为 零 ， 

因此 ， 我 们 有 如 下 结论 。 

定理 13.4 所 网 络 的 不 定 导 纳 上 矩阵 是 一 个 等 余子 式 抢 阵 。 n 

AE SHNSEREBU AAP 3LAIEH RPE ERE, AC SAR EE PS) RE RECS 
RAK, CRPRRL, MASA RATMAE PES, A, BERE 
PARE TST, PLAT NES AOE APA. BPR PRE 
源 网 络 分 析 中 应 用 的 详细 讨论 ， 读 者 可 参阅 文献 [13.3]， 

下 面 研 究 不 定 导 纳 答 阵 余子 式 的 拓扑 计算 方法 ， 
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Hug AA AU NA SR ERY, SERED Bile UO — PI AB 
GY). i 

LGD) Hane, Hl, 2, ondeRz. 

2.0 Ci jul, 2, en, i=j), XI AEG yp fete A UO HARE 
AIM, FORM — Yn 

例如 ， 图 13.6(c? 画 出 了 对 应 于 式 〔( 13.23 ) 的 不 定 导 纳 和 矩阵 的 有 向 图 ， 

下 面 将 用 了 ,来 表 示 G( 立 ) 中 以 节点 汶 根 的 一 个 有 向 生成 树 ，G(Y ) 中 的 -个 有 疝 生 万 
2- 树 是 G(Y) 的 基本 无 向 图 中 Y 的 一 个 生成 3- 权 ， 并 满足 该 有 向 2- 树 的 每 一 个 连通 片 都 是 
AAAA. RA AT, ORR FER — AE ER- 

二 节点 i 和 和 j 在 一 片上 ， 而 节点 t 和 i 在 另 一 片上 ; 

2 ,节点 i 和 8 是 Ti 的 两 片 的 根 。 

HAUSE TAEA ERAT ota. WR E AET an AA 
根 。 有 向 生成 树 、 有 向 生成 2- 树 、 有 向 生成 3- 树 ， 如 图 13.6(5) 所 示 ， 


1 
2 


om 


K » 


ibi 
13,6CO XERCT CIS, 23278 4E SE ROB PE B; COR ELI. LAU, AIR, 
我 们 再 来 定义 : 
W= GCYOMI 4 SUR BIA RT i SN BZ A 
W ta G(Y) 的 全 部 有 内 生成 2- 树 Tur 的 导 纳 积 之 和 
Wie SCY fj 2 d ^k RI ST tots HERS 
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1. 1 
ON 2 de 20——3— —93 
4 
T, 


可 以 证 明 ( 96.18), : f 
A oW, (13.24) 

Tou EY MIMS Tt SA BEI SUA RR, 

定理 13.5 BV RRRANMTE SEE. WA 

A, pta t= W ih 

ni 

dert D. (C JD). C, RO Rad, Y, ~Un HERE 
A-4-EK. —yu-K, —9.- KE REUS HA, YR MSR TR. Ri 
TAG PR C, j) 边 视 为 分 别 由 具有 权 一 功利 区 的 两 条 平行 边 《i，j 0 ,和 (i， 和 ,组 成 。 
HOU, Ch, j) 过 也 可 袖 为 分 别 由 具有 权 一 yy 和 一 KK 的 两 条 平行 边 (K， DRE, j) 
AR. 

很 显 然 ， 

Âs =W? (18.25) 


这 里 “* ”代表 与 jV fich xa. 
dgG" SRA MA RRTIBUSE OSA += oF RMB, S, S, 
S,={(TPTEES, BG, jhk, —, WAT EP 
S,={TETECS, (k jha TTY, FETTER HERE — RAJAH LR 0) 
S,-S—(S,US,) 
RREG*HAK=0, SEA SÍG, X4, 
Ân= X TES AR | (13.28) 


T? Ree, 
XT EDA 1A ROPES, T? — (k, BREESE MEAT na, RZ 
JRXR. Bat 
P TIM SAA=~K m Th 的 导 纳 积 = -KWh (13.27) 


v¥ea, Pig 
iX. SH AAT SAFRAN 
LTES CG, J)a 
2.Ttg &(k, D, HTPURTEEMXISHNSIGNSE. 
显 而 荔 见 ， 对 于 每 个 前 一 类 型 的 了 ES,， 春 在 唯一 的 后 一 类 型 的 有 人 向 树 {TY 一 (i, DU 
(k, DDES, EZ. HBR S-HEMPLA- :的 负 值 。 所 以 ， 


D PATI FAB 0 ( 18.28 ) 
ries, 
Hist (13.26 ) | (13.28), np 
Å te= Âp KW a (13.29) 
最 后 ， 我 们 也 其 有 如 下 头 系 ， 
At, Ay —KÁ, us fh d (18,30) 
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181855 (13.29 ) HC 13.30), NE f 
A e W gas L1 
HAE., MEM. 00000000000 NET 
Ao inim Wa TES (13.31) 
TR CE Be HE eS -- RI Sp REN HE JT RS AT PA. 
BBB. 7 OMAN, VY SOR LU e TA PROBE. Oe 可 通过 
ANS 458 STE Y HURRENA, B 
l Y-Y.. 0 (13.32) , 


B 13,7 XU RES 


根据 节点 方程 
NN 的 开路 阻抗 和 短路 导 纳 矩 阵 分 别 为 


Z,- 1 An An Ås | 


A B.-A, ta 十 As 一 六 :一 和 (13.33 ) 
Y 二 t Ant Asno Ån Aa, Å nT Ân 
N Aimat Anus Dus T Ans An 一 Ai Ay 
(13.34) - 
AT RHZ, WY CRWRHOA, AMA (13.24), BMRB 
A= nW, l 
SH E135, MA 
A, —À uim Wis (13.35) 
^M 4^ 
ArT Âa Anus A 
-W., aW, i 
= Wisse Wiss W, rron W isas 
—-Wina-Wioa (13.38) 
Aye A = Wary in Wa (13,37) 
至 此 | 
^ ^ ^ ^ 
ARA... Aur TL A gas wa A assu 
l =D aaraa (13.38) 


开 述 推 鼻 的 最 后 一 步 是 根据 如 下 恒等式 ( Bw MLS. 41) ， 
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^ ^ ^^ : ^x ^ . 
Aro te= Âe tAn, w— Âp» uo — B reo ue 


KU, WREE., NUS 
IEEE eA Ae MET" NE (13.39) 
进而 
Assat Âs Arata A ss 
eg 
“Wit Ws Ws Ws 
Wisa Ws Wizi tW isin (13.40) 
ELEME, Hares. | 
定理 13.6 没 N 是 图 13.7 所 示 的 全 有 正 、 负 参考 端子 的 双 口 网 络 ， 闭 么 入 的 开始 阻抗 
Ag Pr 1 BS HAB POS = 


AE Wis Wires Wine 
W, Ws W ,ss Wass 
Y. = i Wiss Wiss Wises 
" Wise t WiosrstWisssect Wisrs W aison Matisse Wi. 


下 面 我 们 举例 说 遇 采 用 定理 13 .63CRZ MY, KA AK. 
再 考虑 图 13.5 中 的 网 络 N， 其 中 节点 1 和 和 4 形成 1 口 ， 节 点 2 和 4 形成 2 口 。 人 的 椒 


定 导 纳 算 阵 六 已 由 式 (13.23) 给 出 。 对 应 JY FIG ¢ Y ). WEI3.6C0) Bro. 
为 了 采用 定理 13 CHI HZ MY, 需求 出 日 (了 了) WWW Ws, Want 


Wore BERENE GCL) Bis RA, Ae LO BERE WLS, 
T, 
{(2,1), (4,2), (C453)}, (0,2, (4,3), B,D), 
(0,2, (3,1), (4,39}, (2,1), (4,2), (O,3)), 
{(2,1), (2,3), (4.2)}, ((3,1), (3,2), (4,3)}, 
{€2,1), (3,2), (4,3)}, (03,1), (2,3), (4,2)} 
CHE. GO PAMER MIN). 
Tus j i 
(0,2), (4,92), (1,2, (1,3)}, {C1,2), (2,3)}, (€1,3), (3,23), 
(0,3), (4,2)), {C3,2), (4,3)}, (04,2), (2,39), (4,2), (4,3) 
T o 
G2,D, (4,3), {C2,1), 11,33}, C2,D, (2,30), 
((5,D, (2,3)}, (3,0), (4,3)} 
Tia 


283 


(0,2), 0,3), €€4,2), (2,33, (0,83), (3,2), (1,2), (4,3)} 
Et : 
10,0, C,2), (€2,1), (2,393, (2,D, (G,3)), (2,1). (4,39) 
Tias 
| {(1,3)}, {(2,3)}, {(4,3)} 
运用 上 式 可 得 如 下 导 纳 积 : 
W,—g«G- D-F9:(GyUy- 2) (294-1) 
W,,,—(-- 8) 8-09) — (14-99) 
W,,,-GtUXG-T 9; 94)—1 
Wi..-W (2e Gm) +1 +9n) 
W isy tgrt Gat 1 
W oie 24+ 9» 05 


因而 得 到 
1jiW Ww 
Zi ic | ita 1254 | 
ws War Ware 
= 1 
Gal Yt D Gol 34+ 2)4 (294-1) 
C24 Y9)C24+- GF Gnd — (1-94). YIH Im) HCE) 
(00 gOctGerg.) i (1--9)(22- 85 gm)—1 
Y= 1 Wis -Win 
! Wiss -Wan W,,, 


(OT 92H 05-- 92) —1 HIH gr + 08) — (Fg) 
—U(2Tüstüa)—1 — (2-32 -- 0s 950 — C1- Qs.) 


15-3 伴 耻 网 络 和 网 络 有 灵敏 度 的 计算 


本 池 介 绍 一 个 计算 网 络 灵敏 度 的 方法 ， 它 是 很 据 特 勒 根 定 至 和 伴随 网 络 的 梳 念 提出 前 
( 参见 文献 [ 13 .5 和 [13.8] ) 。 下 面 的 论述 方法 基于 文献 [13.6]。 

设 N 是 一 个 集中 参数 线性 时 不 变 网 络 ， 它 含有 电 蛆 、 电 容 、 电 感 ， 变 压 器 ， 同 转口， 
电压 控制 电压 和 电流 源 、 电 流 控制 电 些 和 电流 源 ， 下 面 的 讨论 中 ， 尽 管 对 于 多 于 双 口 的 
成 立 ， 仍 假定 下 是 一 个 双 口 网 络 . 

ANA SNE RTA, RAZ, NAAN, NHN i 
MICRA MASA, 注意 ， 此 时 我 们 尚未 定义 全 的 元 件 太 其 数值 。 6 

WV. LAEBIARCR N PEG Eel P FORI US dus AA A RNP EF 3C fke 
的 电压 和 电流 。 V. L(i—1,2) 表示 时 中 端口 的 电 硅 、 电 流 变 量 ， 而 由 ，%, ( i=1,2) 
表示 加 中 端口 的 相应 变量 ， 


284 


对 于 网 络 N SN, AMER, WA 
Vidi EV, SAV Ae (13.418) 
i 1,0, HI,U, = ILF, (13.410) 


这 星 求 和 是 对 本 与 对 的 全 部 元 件 进行 的 . 假定 两 络 人 的 元 件 导 发 生变 化 ， 那 么 对 该 扰动 网 
as NOBEL SS Ney Re, uff 
(E AV A EC AV XXV, HAV A (13.420) 
G; AT), +0, AMO, B+ AT), l (13.42b) 
SREY ERAT RN BF soft RY AERE SpDEIBUE, ipaa. 
AXO3,422 M 3503,40), WA . 


> AV,A,+AV,A,= BDAV A, (13.34) 
7 Ald, tA p= SAY, (13.44) 


E 55013,4329 E1344), WE 
(VA, Alh) + ¢ AV ,A,—Al,¢, y= DAV A,— ALY,) (13.45) 


现在 我 们 希望 定义 站 中 元 件 ， 并 使 得 式 (13.45) 与 所 有 AT, 和 AT, 项 无 关 。 
KERRE. ROR 
Ver= RIl, (13,46 ) 
PAV RII EGER ERE UBL, BUUESUE-LAR, WA 
Vrt AV (R+AR) CIg p Al, ) 
忽略 式 中 二 次 项 ， 并 化 简 为 


. Vj AVg- RI -RAE-ISAR (13.47) 
HK (12.47 ) MER (13.40), W 
AV,=RAI,+1,AR ( 13.48 ) 


At, A (13.45 ) 中 对 应 于 可 的 电阻 元 件 的 各 项 可 写 为 


EL (Ray hag AL a E TSRSAR] (13.49) 


这 里 求 和 是 对 N 中 全 部 电阻 元 件 进行 的 。 注 意 , ALY TROC RE HEREIN ESO HE S RIS T 
类 型 ， 而 只 是 指明 NAG NCES RAE, 
amat 
dry — HÀ, (13.50) 
xt (13.49 ) 就 简化 为 
ZEQASAR (13.51) 
此 式 与 AVs 和 ATI 无关。 


央 为 方程 ( 13.59 ) 是 值 为 RE 的 电阻 关系 式 ， 所 以 首 中 对 应 村 的 、 值 为 RR 的 电 畔 元 HE 
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MAAR A BH. 
再 考虑 下 述 关 系 定义 的 电 标 控制 电压 源 : 


和 


Vvri—AV rri 


Iry, = 0 


因此， 忽略 式 中 一 次 项 ， 刚 得“ 
AV vv BAV rei + Verde 


和 


Alyp,- 0 


BR C 18.45 ) 中 对 应 于 电压 控制 申 压 源 的 各 项 现在 可 写 为 . 


那么 式 《 13.52 ) 就 化 简 为 


注意 ， 式 (13.53 ) HT 


Aypi = —BM vy, 


Wyrs= 0 


s XV eire s 
ARAKEA — iy a mb NS, SE EXECE BO 


中 的 施 控 与 受 控 元 件 之 间 的 地 位 变化 ， | 
FER (13.45) H, KANE ERT EA EOS ICI A PS LB 得 到 。 表 
13.15 HET APE RE PLA Ne o HE a c B E EU DU 


SO y. My y AV yr PrvsMy va V rrip Ay] 


(13.52) 


(13.53 ) 


X 13.1 

: | ARoO*-* —K 

JUAN | x 路 ox 系 FFG ARR 4 了 的 组 成 部 分 

CU RD) 

GA Ki Vr= Eig Yaz Rap 中 上 RAR AK 

i F 1g - GV, Aa= ye. 7 Vabe AC 

D: 容 le = july, he = jo Cc V etie AC 

EE Sle = wVs Shs = jus tshs AS 

电 gd Vin whl, Von je, + julzhs aL 

Boh on PV r= iol, Dyr = jor gn AT 

变 OH Vr, -mVr， rs RW, £O rA, lr lp An 

Jr,= - nlr dea -nàr 
o 转 器 Ver:= Qlers Veri -thor *iley hari- leri^eril ^e 
Ver. = —- ori they. aA eri 

EL LS BS Hit Vey: 2 iVyyi Appi - MÀ y, *VYpyivv) Au 
BER lyy- 0 dvr. = 0 

入 不 控制 | Tyr, = duVvn Avr =Gubyre -Vysndvn Age 
电流 源 Ivi'= 0 Aver= 0 

A greg Vies 7 valrys Pavi Yara tliyidrps AY. 
iS Viv. = 8 Wry, D 

à redd Ip 783p, Un -Pher ~Latran AB 
电流 源 Vir.= 0 Ares = 0 
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如 果 Nit soe HE RIS. 1 给 出 的 那样 ， MAK (13.45) 就 化 简 为 
Sv (oL S) AV s Al th) AP (13.54) 

这 里 9 和 Ap 都 是 向 量 ， 它 们 的 元 素 由 天 13.1 给 定 。 

TERRINE LORNA NiX N 的 伴随 ， 在 图 13,8 里 ， 列 出 了 的 各 种 网 络 元 伞 
及 其 在 伴随 网 络 Nop ERE ATER. 

注意 ， 伴 随 网 络 NOS RAN ATER, 

1. 的 图 与 N 的 图 相同。 i 

2.N d: Be Ag AEB, EA UBERS 别 对 虚 于 入 中 具有 相同 值 的 电阻 ， 电 容 、 虹 感 
元 件 . T 
8, Nr oer FA He Lin ASTE RE 应 手下 中 变 比 为 1:m 的 变压器 。 

4. Neh Bil EUG RR EON oc 的 回转 器 对 应 子 为 中 所 有 回转 系数 为 一 wx 的 回转 器 (或 称 回 
$6 9205 0) Be ) 。 

5. A A BP Re AL A W m 
的 电流 控制 电流 源 ， 并 且 四 中 施 控 与 受 控 元 件 的 地 位 在 入 中 是 相反 的 。 

6.N 中 具有 电流 放大 借 数 为 6 的 电流 控制 电流 源 对 应 F NERA RERAN S 为 ~B 
的 电 甘 控制 电压 源 ， 并 且 N 中 廊 控 与 受 控 元 件 的 地 位 在 可 中 是 相反 的 ， 

7. 中 电压 控制 电流 源 和 电流 控制 电压 源 对 应 于 六 中 的 电压 控制 电流 源 和 电流 控制 电 
压 源 ， 并 且 K 中 施 控 与 受 控 元 件 的 地 位 e Np RI. 

现在 ， 我 们 来 说 明 伴随 网 络 在 计算 网 络 函 数 灵 敏 度 时 的 应 用 。 

对 于 某 网 络 中 共 一 参数 z 的 网 络 范 数 F(S}， 其 灵敏 度 S5 定 义 为 

Se x OF 
=F ot 

QUA, KERSTENEN 量度。 计算 S5 主 要 下 决 于 求解 -3E-， 计 算 S7 可 
按 下 述 方法 进行 : 

1T, 选 树 端口 变量 ， 并 便 式 { 13.54 ) 左 端 化 简 为 AP ( 即 在 网 络 N 和 伴随 网 £e N 
上 加 入 适当 的 激励 }。 比 如 ，F(8}) 是 升 路 电压 比 ， 即 


Vals) 
Foer (5) 


RA Fu N NAREN F: 
a ENREDO 1 AREOLA 1 的 独立 电 压 源 ， 则 有 
| V=], AVi=0 - 
b. 将 对 的 端口 9 开路 ， 则 有 | 
2 * js 
c. Nigri 1 Be, WE 
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网 阁 元 性 i FF Bik PR 7H 
R R 


b d 
a^ Im”? lyn € « ^n iyn”? e 
+ + + + 
Yun Ep yrs E | > Yur 
一 oO 一 一 一 一 一 - = " — 6 > 
b d b 
F hyi ¢ a kyz e 
+ . * * A * 
Vy, 29 | "m: Vex BI Tera > | Piya 
E" i 4 — 4 
: 46 im fu $ + +8 - MS i 
Vg, 79 | < | Hn Yr m > Yn 
Er 4 à arcc 
图 138 BAGHRAKIEMMASILH 
dr — 
d. fe TOME RH — On 1 的 独立 电流 源 ， 则 有 
A= 1 
RIVE BU, UL bea BEES (13.54) 左 端 化 简 为 
AV i= 


2. 对 于 加 了 上 述 激励 的 N NAT SPR, JEEDOR HUE ROOE BERNE. 
8.35 (13.64 ) 右 端 对 应 参数 的 项 ， 是 与 该 参数 有 关 的 电压 (或 电流 ) 间 4X 之 积 
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(ERII). Hit, RANS Nip GRUB ORE OME, WAX T E TREE OT 
_ oF ` 
E d eram 
所 以 ， 用 伴随 网 络 的 厌 念 来 进行 灵敏 度 计算 ， 就 需要 对 给 定 网 络 对 及 其 伴随 网 络 家 进 
行 分 析 ， 


现 举 例 来 说 明 上 述 灵敏 度 计 算 方法 ， 该 鲍 选 自 文献 [13.3], 
考虑 图 13.9(4) 所 示 网 络 和 NN， 其 伴随 网 绪 林 如 图 13.9(5) 所 示 。N 的 开路 电压 比 为 


Vis) —pR, d 
VG) E, +R, FaR, 


F{s)= 


B 13.9 HANAK eRe Bj i3 13a PE A ay A 
按 前 面 的 步 又 ， 给 Ny Nip E19. Op; Awe. RR 


E. E 
“Won ^V 


很 容易 证 明 


E £ 
Ve EFR, TuE, 
R, +R, 


m BR, +E, +R, 


H TEM. IE 
Aye pulis RH. 


o JN 
Np i E, +R, +R, 
所 以 ， d l 
Sa i 
R, +R, +BR, 
Sr ~ Ln 1) 
5^ R4 RAR,. 
5. R, +R, +R, 


FA) RIB DPRNA, — 1T 8 [81 4 8 d I E che p E FH PR R 1 n 
MUSE NE. XU, RBM RA IB) EN.. 对 于 一 个 给 定 的 网 络 桔 ， 是 否 存 在 另 一 个 
Ne, Mittin ie SBR ST NRE SIBI EE T ex RE oO 13.7] 
R £u DE n DOE I XS — A WS N B9 $8 CBS RIEN s, REN EAN DY fl Bl Ij 68 25 — RE 9, 
a5 LC RA [13.8 J, 

文献 [13.9] 证 明了 一 个 与 特勤 根 定 理 相 类 似 的 定理 ， 但是 这 全 定理 二 用 于 任何 两 全 只 
和 有 对偶 拓 扑 性 质 的 平面 网 络 。 运用 该 定理 ， 可 以 从 一 给 定 的 平面 网 络 得 刚 - ARA LM 
RTs BROT A. WEN ÆN HB, #EN EN HRE, BATU EH, Nn ÈN 
FII Oe MRR. RBS SORE ROMEC ERNER TAARA 
fal RB C FETE Se A BER), 3k He AED TB RS EO) SO RE, 
实际 上 都 是 有 内 在 联系 的 、 

比如 ， 文 匡 [13.3] 提 出 了 实现 电压 传递 函数 的 两 种 结 移 ， 并 让 明了 其 中 作 一 种 邯 是 鄙 
一 种 的 广义 对 侦 转 置 。 又 知 ， 文 献 [13,10] 分 别 构 造 了 电压 传递 衣 数 的 实 需 和 电流 传递 滑 
数 的 实现 ， 其 中 ，-- 币 为 另 一 种 的 转 轿 。 读 者 尚 可 在 文献 [13,9] 中 找到 更 多 的 济 子 ， 福 们 
说 明了 怎样 运用 转 置 和 广义 对 侦 转 泗 的 概念 ， GRAS SRA ER AG Pa He 


18.4 进一步 阅读 


需要 进步 了 解 关于 详细 讨论 网 络 函 数 拓扑 公式 的 读者， 吉首 先 参 交 文献 [13.11]， 
讨论 拓扑 公式 的 其 它 书籍 ， 还 还 有 文献 [13.12]、[13.13j] 和 [13.14.。 

本 章 所 给 出 的 一 般 网 络 的 折 扑 公式 是 根据 对 应 于 网 络 不 定 导 纳 抵 阵 的 展 而 得 到 的 。 许 
才 人 已 提出 了 喜 接 由 给 定 网 络 写 出 这 些 公 式 的 方法 ， 例 如 。 文 献 [13.15] 中 就 有 KERA 
关 论 文 列 为 参考 。 用 拓扑 公公 导 出 RELC 网 络 的 网 络 函数 的 许多 有 有趣 性 质 ， 请 考 阅 文 献 [13 
122, : 

XdRL13.16], [13.17] AL 13.18 16 d T 4 BR RE GU IR 其 应 用 ， 文 献 [13. 
1 三 披 述 了 各 何在 中 电阻 网 络 的 计算 机 辅助 设计 中 ， 运 胃 伴 随 网 络 的 概念 。 存 用 阿 络 函 
SA DAE R AU A SE RAER HL BIS ERI, EL FERRI T (4: Bh Ps we 
概念 ABR aR 13.20], (13.21), 
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13.5 J H 

-1431 C25); XRIRLCHIA MI SAE s.= 0 上 有 一 TM 0B foe sit pas pito 
Z [a] FTE— AR 4e t BPE, 

C BO GEB: RE MRLC BAS Sh EE hh — TN 当 且 仅 当 在 端口 的 两 个 半点 
之 阅 有 一 条 全 电容 路 么 。 


13.2 4 


" Odo d$ 40,5" 
"n DCS) 


a betb S Ho Oas" 
a= DCS) 


z we Ce ECTS neus 
"t DS) 


REN BRLC HOMME RAK, MAIAREN, 
2,7 lc, 
b> {el 
18.8. ESA — Pe Pe FIERET B Fe ASTE He fT 18 PHT oh 
18.4 RAH. LL BOR PER GO ES ABT RT CACHE 


$2 


© 13.11 图 13.12 


13.5 证明， POS N BU SE SHEER TEL EI PE BI HS BEL EE BRI 
Hm. 应 用 特勤 根 定理 。 l 

13.6 CRARAASRMOTH RM, GROM- -RURAR NAN ARARA RENY 
BPS, Medi PO A EMAN, EREE N AN pe ER B. 

35.7 BNAXCEWMÁ, NENA, No RN OWE Sh. Aone, R 
FEAL 13. 335 RGR EAN CRTIBEN 50 BE RN og RICH AAA CALS, 
9D, 

13.8 3T EIS REAREN, Pa IH OLLI MAAN or (NE ROE NUE ) 。 
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第 = 篇 算法 图 论 
第 十 四 章 算法 分 析 


图 产生 于 若干 实际 问题 的 研究 中 。 这 些 研究 的 第 一 步 就 是 将 所 考虑 的 问题 中 含有 的 本 

论 性 质 发 现 出 来 ， 这 些 性 质 将 帮助 我 们 提出 解决 问题 的 方法 。 例 如 ， 在 第 十 一 音 到 第 十 三 
剖 ， 我 们 建立 了 电网 络 的 几 个 有 用 的 图 论 性 质 ， 并 且 利用 这 些 性 质 推导 出 了 其 中 包括 列 出 
网 络 方程 的 各 种 方法 ， 作 为 另 一 个 例子 ， 在 研究 运输 网 络 时 ， 我 们 常 对 确定 一 个 景 大 流 癌 
兴趣 。 在 第 15.7 节 中 ， 我 们 第 一 步 首先 将 这 些 网 络 的 几 个 特性 逐步 展开 讨论 ， 从 而 得 出 了 
“最 大 流 最 小 切 牢 定理”， 这 个 定理 为 求 最 大 流 的 Ford-Fulkerson 标号 算 A METE 
础 ， 通 常 需要 解决 的 问题 包括 了 分 析 一 个 图 ， 或 针对 某 个 特殊 性 质 检查 一 个 图 。 在 实际 间 
题 研究 中 产生 的 图 是 非常 大 而 又 复杂 的 。 因此 ， 用 有 将 志方 法 分 析 这 类 图 就 包括 对 有 效 的 
计算 机 算法 的 设计 . 

在 本 书 的 这 一 部 分 ， 我 们 将 讨论 -- 些 图 的 算法 ， 我 们 主要 关心 的 是 建立 设计 算法 所 依 
据 的 理论 基础 。 我 们 也 将 推导 出 与 基 些 算法 的 计算 复杂 性 有 关 的 结果 。 在 某 些 情况 下 ， 计 
算 复杂 性 决定 性 地 依赖 于 实现 某 些 基本 运算 的 计算 复杂 性 ， 和 如 不 让 交集 合 的 六 ( 此 网 见 第 
14.5 节 ) 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 对 有 兴趣 进一步 研究 的 读者 提供 了 适当 的 参考 文献， 

一 个 算法 的 计算 复杂 性 就 是 对 该 算法 运行 时 间 的 测量 ， 央 此 它 是 - -个 町 和 规 模 的 画 
数 。 对 轿 的 算法 来 论 ， 复 杂 性 函数 将 以 图 的 项 点 数 和 边 数 来 表示 。 其 次 ， 一 个 函数 9 OE 
认 成 是 OCJCn))， 当 且 仅 当 存 在 常数 c 和 和 nr。 并 对 于 所 有 的 R 源 t。, 便 得 id xc jf. 
此 外 ， 昕 有 的 复杂 性 函数 都 是 在 最 坏 情 况 下 的 分 析 得 出 的 。 

在 计算 机 上 存在 多 种 表示 图 的 力 法 ， 最 常见 的 两 种 方法 末 月 邻接 矩阵 法 《 第 6.10 节 ) 
与 邻接 表 法 。 部 接 矩阵 表示 法 在 稀疏 图 的 情况 下 并 不 是 十 分 有 效 的 。 在 邻接 表 表 示 法 中 ， 
我 们 把 一 张 表 与 每 个 顶点 联系 起 来 ， 该 表 包 含 了 与 每 个 硕 点 相关 联 的 所 有 边 ， 表 孙 个 图 
的 数据 结 爸 的 详细 讨论 ， 可 参阅 本 齐 末 所 列 的 某 毕 参考 书 ， 

有 些 算法 昌 然 设计 很 困难 ， 但 其 正确 性 的 证 明 却 很 明志 ， 痢 另外 一 此 算法， 虽然 容易 
想象 ， 但 其 正确 性 的 证 明 却 很 困难 ， 此外， 有些 很 平凡 的 算法 但 进行 分 析 却 不 容易 。 这些 
关 型 算法 的 实例 可 在 本 章 以 及 下 RETER. 

为 在 这 里 讨论 起 见 ， 我 们 将 算法 分 为 两 组 有关 图 的 分 析 的 算法 和 有 关 图 的 优化 问 是 
的 算法 ， 本 章 ， 我 们 将 研究 第 一 织 算 法 。 广 义 地 说 ,本章 将 讨论 与 下 面 主 题 有 关 的 算法 ， 

1. 传 递 闲 包 ， 

2. 传 递 定向 ， 

3. 深 度 优先 搜索 ， 

4,2- 连 通 性 和 强 连 通 性 ， 

5. YR. 
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14.1 EAE 


我 们 曾 记得 〔 第 5.2 节 ) ， 一 个 集合 的 二 元 关系 就 是 该 集合 中 元 素 的 有 序 对 的 集成 。 
一 个 二 元 关 系 民 的 传递 闭 包 就 是 定义 如 下 的 关系 民 *， 

XR*y， 当 上 且 仪 当 存 在 一 个 序列 

XQ4—X, Xy, Xa, 0s Ay =Y 

JE HE Oe, Rx, x Rx, e, v, EX, 

RAW, Marky, AoDAR"s. Bin, ROR*, HRA SEW, RRA 传递 的 。 
FXE R'REBAEBSEÉGJ63 X6. A, WGpRIHDEGES SOAR'-R 

， 正 如 第 5.2 节 中 已 指出 的 那样 ， 一 -个 二 元 关系 可 以 用 一 个 有 向 图 米 表 示 ，。 Se 

AKBRH AOA. AOR RAE BR AR HA FL REG RC: 的 传递 闭 包 。 由 天 的 定 
A Br, YEG +, xy, 当 且 仅 当 台中 存在 一 x 
似 地 ， 预 点 X 的 白 环 《xX，X) 在 G* 中 ， 当 且 仅 当 G 中 在 在 -条 包含 x 的 有 iE, Bun, 
ml CO PUR BEL ORRAK E a. 


{a} 


图 1.1 (OBG; DAG", Gigit d, 


BE, RE LAH o AGA REGE HERI px nC, DAE, Job ( 1) 
元 等 于 1, SACHA RE RAIA USCIRE JP, EM RR 
向 回路 。 MEZ, WAM ( 2) 元 等 于 1， 当 过 仅 当 项 点 j 是 从 顶点 出发， 经 过 
一 系列 有 向 边 可 到 达 的 。 品 而 易 见 ，G* 的 邻接 疮 阵 与 G 的 可 达 性 矩阵 是 相同 的 ， 

构造 一 个 有 向 中 的 传递 闭 包 问 题 是 从 一 些 应 用 中 产生 的 。 侧 如 , 见 文献 [14.1]， 本 节 ， 
我 们 将 讨论 一 个 优美 的 、 并 且 非 常 有 效 的 计算 传递 闭 包 的 算法 ， 这 一 算法 是 由 Warshall 在 
文献 [14.2] 中 提出 的 。 我 们 还 讨论 由 Warren 在 文献 [14.3] 中 给 出 的 Warshall 算 法 的 一 个 
变形 。 

令 G 为 一 个 ?- 顶 点 有 岗 图 ， 其 顶点 用 理 数 1 ，2 ，…， 寻 表示 。 令 Ge 一 G，Warshail 
算法 构造 了 一 个 图 序列 ， 并 使 得 G'SG'*!，0<<i<n 一 J， 且 G" 是 G 的 传递 闭 包 图 OG! 
(i>1 EEG b, BAC OLB A, AG :中 处 DRE A 
* rH m—d3)G ga og we, 

Gimp, (Ch k), Ci D), G, m), + BEAT tA. NICA 
Xtig iK GRAM AGO (CP, i), IO k), G, D. Cj m», = 
BIG b, MRR AEG I. MAE SUS Bie IS FC GI. 
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20 WarshalliieR 4.2. BAR, GSG, 10, WT WENO" EGRE DUAL, 
我 们 需要 证 明 下 面 的 结论 ， ; 


w) ib; 
B 14.2. Warshai 74 Fa A 
(MG; (OG =G; (OG'=G', 
定理 14.1 
L 殷 疫 ， 对 王 任 意 两 个 项 点 s 和 t，G 中 都 存在 一 条 从 顶点 s 色 顶点 上 的 d NEP. 
并 诬 得 除 5 和 t 以 外 的 所 有 顶点 都 在 集合 { 上 ，2 ，…， 半 下， 那么 以 就 包含 了 边 【5， 二 ) 。 
2. 和 假设 ， 对 十 任意 顶点 5， 则 G 中 存在 一 条 包含 s 的 有 宙 避 路 C， 并 使 得 除 = 以 外 的 所 有 
WHBERELL, 2, DW. BAG ROS T RN, s. 
证 明 
1.4 OR FUE COE RE T. 
AURG'(—G) &&Xi(s, 1) 31 CL, t), Sie BH AU G' AR, 这 是 因为 用 
Warsthal 的 构 著 法 在 处 理 顶点 1 a GTA (s, t). 
MAGS, EC 结论 都 为 真 。 
假设 i 不 是 忆 的 内 部 质点 ， 那 么 由 贞 纳 法 假设 G "Res f). ARG E 包含 
(s, t). WAG eG, 
PRIAPH ARMA, NDA, HAMAR. G' mes, i) 和 (i fha 
因此 ， 在 G'-! 中 顶点 i 经 处 理 后 ， 边 《5，t ) 就 被 加 到 G' 上， 


2 ,用 上 述 方法 可 证 明 。 口 
帮 为 本 定理 的 一 个 直接 推论 如 下 
推论 14.1.1 GG" 是 G 的 传递 闭 包 。 口 


上 而 给 出 Warshall 算法 的 一 个 正式 描述 。 在 这 个 描述 中 ， 图 怠 丙 其 邻接 符 阵 在 表 
ao FERS 代表 布尔 和 。 

算法 14.1 ”传递 闭 包 《【 Warshall ) 

Si 《 初始化) MAGH REAR. 

S2 XxPTi-1, 2, =, n, FPS, 

S3 X"Tj—-1, 2, =, n, PATS, 

S4 RMG, D—1, WFR=1, 2, , n, RASS, 

S5 MG, kK) -M(j, KyMCQ, k). 

Ss BL (MAG HER). L1 


295 


Ho. EM (SBIHEUPROUISIM, i- p) WOO BRS. HE 外 ， 处 OU ADU 
ES DE dux 
- SUPE RI AE BOUT JU. 
1. Warsha fi Hc 48 98 GE AG REM , GRAECE Exi C, MEERA C Po LS 
| 的 邻接 矩阵 ， 正 因 恕 此， 本 算法 才 被 说 成 是 “在原 位 ”工作 ， 
2. ARRARAMSHEA ARAURA LRA. ANKRET- REA. KES 
EERE REM A, Ki 我 们 把 Warshall frui ER AL ri. 
3. 处 理 一 个 顶点 时 ， 没 有 把 指向 访 顶 点 的 新 关联 边 〔 即 在 顶点 处 理 开 始 时 不 存在 的 边 ) 
MARAE E. ARRE: AE 一 个 质点 时 ， 我 们 可 以 用 任 党 顺序 选择 指向 该 顶点 
的 关联 边 。 
4. RRB BLA X968 (C), 0) RBA ERE, PRE GOES 个 项 
ARYA MER, kd, WEA, EARM Mi, GRR RAR, iei, DOT 
— AER, PW AA ADR, OBE, AH- RS 
如 任何 新 的 边 . 
5. Warshal: 算 法 之 所 以 称 为 以 一 次 通过 方式 工作 ， 是 因为 每 个 顶点 恰好 处 理 一 次 。 
假设 我 们 希望 修改 Warshall 算法 并 使 其 成 为 行 - 定 向 的 。 在 行 -定向 药 算法 中 ， 处 
理 一 个 顶点 时 ， 从 该 顶点 引出 的 所 有 关联 边 都 要 处 理 。 边 (十 j ) 的 处 理 ， 对 于 每 -- 条 从 
顶点 j 相 出 的 关联 边 ( j,k ) ， 都 要 引入 边 ( i， 万) 。 因 此 ， 按 行 处 理 一 个 顶点 时 ， 就 会 
弹 加 其 一 俐 点 引出 的 新 的 关联 边 。 其 中 某 些 新 加 的 边 ， 在 当 所 考 峙 的 顶点 尚 未 处 理 完 之 
前 ， 也 不 予以 处 理 。 如 果 为 了 计算 传递 闭 包 必须 对 这 些 边 进行 处 再， 那么 这 种 处 理 只 能 以 
二 次 通过 的 方式 来 进行 ， 央 此 ， 一 般 说 来 ， 要 计算 传递 闭 包 ， 一 个 行 - 定 向 的 算法 可 能 需 
要 一 次 以 上 的 通过 。 
例如 ， 考 忠 图 14.3《a ) 的 图 QG。 在 按 行 处 理 G 的 顶点 后 ， 我 们 得 到 如 图 14.3(B) 所 示 
HAG, RER, G 不 是 G 的 传递 闭 包 ， 这 是 因为 边 ( 1 ，2 ) 尚未 加 入 图 中 。 也 许 还 
会 注意 到 ， 边 ( 1 ，3 ) 在 这 次 通过 中 末 被 处 理 ， 这 是 因为 它 仅 在 处 理 边 ( 1 ，4 ) 时 才 
加 入 的 。 对 于 边 ( 4 2). ， 情 况 世 相同 . 


LU 


Li 2 
SNC MP ia 
os) l 


M 14.3 GE RB A 
(WG; (DG coG*, 
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BRR Ee RAEG RTA. ERR KEH, WL, 2 ) 在 处 理 顶点 1 时 被 
加 进 波 了， 并 得 到 了 图 14,3 (e) RRB BH GG", Be, HEI. Ca) 中 的 图 GR 
说 ， 行 ~ 定向 的 算法 需要 二 次 通过 。 l 

Rie TP. ARBRE RRL. ASR AEM, FE Warren 在 文献 
D4. SIP RH f —ThEIS BS RANGT- E MWB, FRET 证 明 。 在 这 
一 算法 中 ， 处 理 一 个 顶点 时 ， 若 以 顶点 康 说 ， 第 一 次 通过 时 ， 只 处 理 那些 A) TS 
要 连接 的 边 ， 第 二 次 通过 时 ， 只 处 理 与 大 于 i 的 顶点 相连 的 边 。 换 言 之 ， 该 算 法 是 在 第 一 
次 通过 时 只 对 及 的 主 对 角 线 议 下 的 元 进行 处 理 ， 在 第 二 次 通过 时 只 对 辟 的 主 对 角 线 以 上 的 
元 进行 处 理 后 ,将 图 G 的 邻接 矩阵 怖 变换 或 G* 的 邻接 入 阵 。 因 此 ,在 每 一 次 到 过 期 间 ， 至 多 
处 理 n(R 一 1)/2 条 边 ， 下面 给 出 WWarren 对 Warshall 算 法 覆 政 的 描述 。 

算法 14.2 ”传递 也 和 包 〈 Warren) 

Si MYGH BERG 

S2 对 于 i= 2, 3, >, n, dAfiS3 

S8 XPTj—- 1, 2, +, i—1, 48,54, 

S4 Mü, D-1, Tk—1, 2, , n, BWiAHSs, 

Ss MG, k)e« M(i, kvM(j, k). 

$6 Pil, 2, =, n—1, W487. 

$7 对 于 j=i 寺 1 it 2, e, n, 358. 

S8 EMG, j)=1, MFkK=1, 2, +, n, MAISI 

$9 MU, k)-M(i, kVM(j, k) 

510 停机 MAG ARER ) B 
Hom. FERRER, S2355 RSE RRA, SoXySol xh 与 第 二 次 通过 相 
对 应 的 ， 

Sh, BRA 14.3(G) 靳 示 的 图 。 在 Warren 算法 第 一 次 通过 25 Re, Rie 
到 了 14.4() 记 未 的 图 ， 在 第 二 次 通过 结束 时 ， 我 们 就 得 到 了 示 于 图 14.4(b) 的 传递 
闭 包 G*。 


1 4 3 2 


ia} 


tp) 


B oa Warren 算 法 的 说 明 
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Warren Sik iE Wi tE Ay IE HIE EA Fi 9) SES AERIS. 

引 理 14.1 BR UTER A SH, EE EE EE RMSE A UL BRE P ORE 么 在 
Warrca f$ aA (S2485) P, WAR s 处 理 后 所 产生 的 图 包含 了 一 条 边 (3， 

7 ) ， 这 盟 ? 是 PP 中 shea, FH DW St. 

证 明 

对 s 采 用 归纳 法 来 证 明 ， 

如 果 s= 1 ， 那 么 引 兰 量 然 成 立 ， 这 是 因为 P 中 MAMA 于 1 ,假定 引 再 对 
PASM RE, HSs=k, 假设 (5, i) BPPS R, MR >s, PAs BAR 
成 立 。 T 
Wei, <s, Wah ARR, BAU, TUNE. AD E 
MATWC, 5o, XHGEPpLE-—TSN, Hi DiRi h 

Apt set D dcs. APH SST ML, S DOR SERT ODS i, Che A B” 
Adi e TW (Ch. is), X BEEPqUul ad Hiis, t, 

AURE SEAI <S, ROGER LRM, Ae ai. X41 situ 
Ab. At, CM AS RARE THE (8, 0. (hs i)e 
Cin. LO, REALE 

1.íAEPmni, A MBE, pe 2. 

2, d aD i, REDIERE m, as, 

3.7, tia >S, : 

MARIE Ms, bE. LR REE, Cs. mam s Tu Cs, 
i). AYN, >i, BA (Ss i), WCE, LO KFE, RD 点 的 处 
HIET (5,25), ， 如 此 继续 下 去 。 最 后 当 完 成 了 对 s 的 处 理 时 ， 在 导出 图 中 就 出 现 了 所 


gem Rh). d 
定理 14.2 Warren 算法 计算 了 图 人 的 传递 闭 包 ， 
证 明 | | 
我 们 需要 考虑 丙种 情形 ， onm 
情况 1 ”对 任意 两 顶点 s 和 t，G 中 部 存在 一 条 从 s 到 t 的 有 疝 路 径 P。 a 


É Warea i: 26 GB SEP EZ, RRTLECBOR REESE T —dROXL CA k), RIEP 
Hinge, Hk-—fekoid. Alb. ER- BONES RZ. MAE ARR P'. s. Hh. 
isn, do £, Js CH <i, <i Hé, PAP HB. 

在 第 二 次 通过 中 ， 我 们 在 处 理 顶 点 s8 时 ， 边 《S， 4) 是 第 一 次 遇 到 ,对 边 (s, hf 
AMAT MCs, f), HERATA CL, i) PERM. HAL >t, 接着 就 要 处 理 
6s, 4). 这样 ， 依 次 引进 边 (s，is ) ， 等 等 ， 因 此 ， 当 完成 了 对 s 的 处 理 之 后 ， 我 们 
BRAS ME PBA PMCs, t). : 

情形 2 G 中 存在 一 条 包含 硕 点 $s 的 有 向 回路 ， 


对 这 种 情形 ， 我 们 可 以 按 上 述 相同 的 步骤 证 明 ， 即 在 第 一 次 通过 中 ， 当 完成 了 对 正点 
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s 的 处 理 之 后 ， 导 出 图 就 包含 了 自 环 ( s, s), 

fe GSR, Warshall 和 Warren A Hz 35 RE EGER RUE FM Bex HOC). Rit, 
Warren 算 RAM OUBRE F, HLTA IA PI TRE 比 Warshall K 法 要 
HS KRL. STE R T HEH- IIR. 

XWRK[14.4]8 £88 4 T HOn ogn ) HARK. URBEM RED IR XB E FERE RO. "YU 
名 俄国 人 ”算法 为 根据 的 , 

Strassen KAR 14 SPAY T —PXxE cma nEn 70 算法 ， 利 出 
~~, XACIA.0 4.7 X Heb eR LOC! loge ) 算法 。 其 它 的 基 
FMR MBH, PIA ML 14.8) 3014.9]. 

文献 [14.10] 提 出 了 一 种 算法 ， 这 种 算法 是 以 Tarjan 导 求 有 问 图 强 连通 片 的 算法 为 棋 
据 的 ( 见 14.4 节 )。Munro 算 法 也 是 第 一 步 就 识 定 了 给 定 图 的 强 连通 片 。 

尽管 Purdom $, MXR [14.11], RE F BOC), BAS RARE 
O(n'), Rit, RBS ERA GRILLE RRS. 

最 近 ， 文 献 [14.12] 提 出 了 - .种 期 望 时 间 为 DG m* ) KE, xx Em ee aM 
383331. 

文献 [14,13] 讨 论 了 对 几 个 传递 团 包 算法 的 体会 

14.2 传递 定向 


如 末 我 们 能 对 图 G 中 的 边 标 定 方 向 ， 并 使 得 产生 的 有 向 图 是 传递 的 ， 那 么 无 启 图 避 试 
ARDEN. URGEER TAM, RAGBRAI — TERT. 

例如 ， 图 14,5(4) 所 示 的 图 就 是 传递 可 定向 的 。 该 图 的 一 -个 传递 方向 ， 刘 阿 14.5(P)，: 
Eri. 


{a} z ib) 
图 14.5 (ORG; ()GH-THBAK, 


本 节 ， 我 们 讨论 -个 算法 ， 这 一 算法 基 由 文献 [14.143 给 出 的 ， 并 用 来 检查 一 个 简单 
无 向 图 G 是 可 为 传递 可 定向 的 ， 如 果 亿 是 传递 可 定向 的 ， 则 求 出 一 个 传递 方向 G。 为 了 算 
法 的 展开 和 描述 方便 起 见 ， 我 们 引进 几 个 符号 ， 

i> j RRIA DENA iA j 的 定向 边 与 了 相连 。 

i < .了 表示 顶点 了 通过 从 j 到 的 定向 边 与 相连 。 

i—i RRE- REETA it jeD. 

i 了 表示 不 存在 一 条 连接 顶点 了 与 了 的 边 ， 
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i 大 j RRMA dej. RAI 一 了 或 省 i 一 了 未 被 定向 。 
1 一 ]、i < 了， 一 了 等 也 用 来 表示 相应 的 边 ， 
现在 考虑 一 个 传递 可 定向 的 无 向 图 G=(Y， 忆 ) 。 令 忆 =(V, E ) 表示 G 的 一 个 传递 
方向 . 
200 Bih PEZAN, j KEV i=j, jk Birk 8 么 G 的 传递 性 要 求 
“jk 类似 地 ， 如 果 对 于 i、j、kEV， 则 有 有 i> 了 i 一 kK 且 fk， 那么 忆 的 传递 性 要 
Ri-k, 
HGRA WR ST OF LA, TS ART Enueli, Lempel 与 Even 算 
法 的 基础 。 
规则 RL MFR RCV, AURI jok 
月 jk， 那么 边 1 的 定向 为 jk， 
MUR? pi j KEV, mie], i—k 
Hj-k. WAH i—kMEAWI-kK, 
这 两 条 规则 示 于 图 14.6， 这 里 虚线 表示 不 存在 相对 应 的 边 


* 


hl 
图 i4.6 (OMAR; dox, 


下 面 给 出 一 个 传递 定向 算法 的 描述 . 

算法 14.3 传递 定向 ( Pnueli, Lempel Even ) 

S| G 为 给 定 的 简单 无 向 图 Ei-l,. 

S2. 《从 第 i 阶段 开始 ) 选 图 @G 的 一 条 边 e， 并 标记 其 方向 。 只 要 慰 记 是 可 能 ， 那 么 利 
用 规则 Ri 或 规则 RR2 对 G 中 与 e 邻 接 的 边 分 配 方向 ,现在 ,标记 有 向 边 e 为 “已 


RE.” 
S3 MPAMGHERAE—-AM ARIE CREE HERA. WREE, MENSI 
否则 ， 转 到 86。 
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S4 Si -jARP MRC CARA” WARA., HEREC! in j HRN R 
VK. HÆTTE, AAPM. MW ic IW “BA”. 
ElL 令 正在 考虑 的 边 为 j 一， . 
a. (规则 Bi 的 应 用 ) 如 果 i Ak BIRR, WAER kA jk. 
b.( 与 规则 R1 的 矛盾 ) 如 果 i 大 k 且 边 j 一 k 已 被 定向 为 1 一 k， 那 么 产生 了 一 个 
WMMR MA. HESS. 
情形 2 令 正 在 考虑 的 边 为 i 一 K 。 
a. (AM R28 eA) UR Jk Hibi— RM, MAR Mik WE 
Th. 
b.( H3 ROT) HOSURIT-KBGILi—kusokm2Xi—k. BAPE 
对 规则 RR2 的 矛盾 ， 转 到 S9， 
S5. 转 到 S3。 
S6.( 第 i 阶段 己 成 功 地 结束 ) 检查 G 的 所 有 边 是 否 都 已 定向 。 如 果 已 定向 ， 则 转 到 
Ss. AW, MGRPHATCHMAAMU, HOG AGEM. 
S7. @G-G'H i =i+1. #82, 
S8.《〈 给 定 图 的 所 有 边 都 已 定向 ， 且 与 规则 RL 和 尼 2 相 容 ， 这 些 方 向 定 义 为 给 定 图 的 
一 个 传递 方向 ) 停机 ， 
S9. 图 避 不 是 传递 可 定向 的 ) 停机 。 口 
上 述 算法 的 主要 一 步 是 84。 在 这 一 步 中 ， 我 们 检查 了 与 一 有 向 边 ( 比如 说 宇 一 了 ) 邻接 的 
每 一 第 边 。 如 果 这 样 的 边 已 被 定向 ， 则 检查 它 的 方向 以 及 i 一 j 的 方向 是 否 SARR 
规 唱 只 2 各 容 。 如 果 正 在 检查 的 边 尚未 定向 ， 那 么 有 可 能 的 活 ， 就 利用 规则 Rl MAUR 
它 分 配 一 个 方向 。 
正如 我 们 所 见 ， 算 法 包括 了 不 同 的 阶段 。 每 一 阶段 包括 执行 S?， 以 下 随 着 越 来 越 多 
的 边 被 定向 ， 膛 要 重复 执行 S4。 如 果 一 个 阶段 在 没有 检查 出 与 规则 有 1 或 卫 2 的 任何 矛盾 就 
结束 了 ， 那 么 就 意味 着 ;应 用 这 二 个 规则 ， 在 这 一 阶段 中 没有 更 多 的 边 可 被 定向 ， 并 且 在 
这 一 阶 般 中 已 经 定 向 的 所 有 边 都 与 这 些 规 则 相 容 。 
算法 终止 于 下 面 二 者 之 一 ，〔《 1 ) PR HMRI RMR A — A GS 〔 2 ) 对 给 
定 图 的 所 有 有 边 分 配方 向 ， 并 使 得 这 些 方向 与 规则 Rl1 和 和 R2 相 容 ， 在 前 一 种 ONCE. REA 
传递 可 定向 的 ， 而 人 在 后 一 种 情况 下 ， 莘 是 传递 可 定向 前 ， 从 让 导出 的 有 向 图 确定 了 一 个 传 
递 方向 ， 
算法 的 复杂 性 取决 于 执行 84 的 复杂 人 性、 这 一 步 革 多 执行 名次， 这 里 m 是 给 定 图 的 边 
数 。 指 次 执行 84 都 包括 检验 所 有 与 一 有 向 边 相 部 接 的 边 。 因 此 ， 执 行 84 BUE SEN UE E 
与 ?4 成 比例 ， 这 里 4 是 给 定 图 的 最 大 度数 ， 从 而 算法 的 总 复杂 人 竹 是 OU2mzA )。 
于 面 举 两 个 例子 来 说 明 本 算法 。 首 先 考虑 图 14.7(Qy 所 示 的 图 台 。 
第 一 阶段 “于 始 将 边 7 了 一 2 RATS 2. WRA Re, 71-2188 É 7 一 4 T 
5， 而 7 一 4 莉 含 着 ?一 6 。 规则 及 1 是 厅 能 应 用 到 与 7 — 2 邻接 的 任何 边 。 
MMR, 307-5 5 T-- OMAR Te 1 GT 3 。 在 这 一 阶段 中 ， 再 没有 
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Prat Realm. 我 们 也 能 检验 出 ;所 有 分 配 的 方向 都 是 与 规则 玉 1 和 R2 相 容 的 。 项 在 第 一 
扒 段 已 完成 ， 存 这 一 阶段 中 被 定 血 的 边 ， 如 网 14.?{ 如 ) 所 丰 。 
MENEL. a ) 的 网 G 中 删 去 所 有 存 第 一 阶段 中 定 了 向 的 边 ， 由 此 得 出 的 图 G ， 
部 图 !4.7(0) 所 示 。 第 二 阶段 现在 并 始 ，G' 为 正在 考虑 的 图。 
第 二 阶段 ”开始 将 边 1 一 2 定 癌 为 1 一 2。 这 就 产生 了 下 面 的 瘤 含 序列 ， 
(122) => (2-3) — (395) => (6> 5) = (498) 
RI : R2 Ri R1 


(2—3) —9(3—4) 
R2 

(Bos) CGL) 

(65) — (6-2) 
Ra: 


闪 此 ，G' 的 所 有 边 现在 都 已 被 定向 ， 如 图 14.7 (d) BR. G'IS CE 5 39 Md RIAR 
也 是 粗 容 的 。 从 而 第 一 阶段 成 功 地 结束 了 。 

由 此 得 出 图 名 的 传递 方向 孙 于 图 14.7(e D. 

其 次 考虑 图 14.8 所 示 的 图 。 开 始 将 边 1 一 .2 定向 为 1 2, XD4ROSGE TOT XL 
序列 ， 
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(192) (263) (3 4) => (45) e (5L) 
Ri Ra Rl Re 
=> (1-2) 
R1 


以 上 要求 1 一 2 被 定向 为 1 ~- 2 ， 这 与 我 们 分 配给 边 工 一 2 的 方向 相 矛 盾 ， 这 样 就 观测 到 
了 与 规则 忆 ! 的 -- 全 矛盾 ， 因 此， 图 14.8 的 图 不 是 传递 可 冠 向 的 。 
E DEI RETI I SENE E E NET 
: Xt, BENT RS. 
断定 1 WEHA 4. oH Rb ERG), 


5 2 
那么 由 此 得 出 的 有 GERE JE A e 
AR. 
断定 2 如 果 给 定 图 是 传递 可 定向 的 ， 那 么 算 
。 法 14,3 就 会 成 功 地 结束 . 
ae 我 们 先 考虑 断定 1 ， 
给 定 一 无 向 图 G- (V, E), EMER 
HE. 


现在 考虑 在 算法 的 相 问 阶段 中 被 定向 的 任意 二 条 过 i 一 了 入 l, WARN AH 
造 一 个 草食 序列 ， 它 起 始 于 有 疝 边 主 一 了 ,终止 于 拱 进 关 一 了 定 曾 为 六 一 了 的 边 。 这 样 
的 一 个 序列 将 被 称 为 从 宇 一 了 到 天 一 了 的 导 遇 链 。 注 意 ， 愉 了 一 了 到 太一 了 的 导出 链 可 能 
不 只 一 个 。 例 如 ， 在 疼 14.7( 4) 的 有 问 图 中 ， 下 面 是 从 2 一 6 到 3 一 4 的 两 个 导出 链 ， 
(2-6) => (372) = (3-4) 
(24-6) == (56) => (3-45) => (92) (324) 
Bt, RR, EARL SARRE E, Phe be rel Ay wos Z ERR dE 
意义 的 。 断 定 BU ULBAARDAT ES RAREN. 
引 理 14.2 在 成 功 地 执行 第 一 阶段 后 ， 不 可 能 青 有 三 个 顶点 邱 、 了 了 、 关 ， 从 而 使 让 一 
jHI-kURi-k. 
证 明 
ES. “itk” RRAMBick, RH. ick, REMi — k REGEN. 
显然 存在 一 条 连接 i Mk. SN. RNRRAK-TFR, RAR HRM R1, 
i-j@evTick, 
现在 假设 在 算法 14.3 的 第 一 阶段 中 ， 存 存 形 如 一 了 ，j 了 一 食 而 让 六 太 的 禁止 状态 . 
那么 从 所 有 有 引起 禁止 状态 的 导出 链 中 选择 一 条 最 短 链 ， 这 条 最 短 链 具有 最 少 的 ， 指 疝 大 的 
有 疝 边 。 很 显然 ， 任 一 这 种 链 的 长 度 至 少 为 8 。 令 这 样 的 -条 链 如 下 ， 
(G= j= (a, j= (a, ) «9 — ) > (Jk) 
现在 0,- MPRA, RAR}: MERE EAEk ok, RE, Ri) 5 5 xm wd 
TE. 
情形 $2a..*joj'. 
PARE XAR, 2—-G-kGRSCRI)'Sk, WAH], PH, SAR 
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(ij) — (a, > — (2, ,) ond") 

RSSRR ERB, jej Tie md. ARAM RETI inc, iX y HE 
MEHL FOR . 
MERRIE tp Pt: HRA RAE 14-9 (0.2, BR ER H RR 
HE, j 

HERAMR, >j ki ks ik AEX SRNR ATS 

情形 2 Aya, yk’ +k, 

与 情形 H, AERA (a) 一 > (jek) ERIK, Mim k’, db, k 
KRSM RI-k, XC ye] PADRES. Wb, D-j]uj4ek MATIC‘. 

从 上 述 论证 产生 的 情形 ， 示 于 图 14.9( bb)。 


图 14.9 
RH, BATRA Ek, k -vk 而 ipk' 的 导出 链 
(fore!) z— (I9) -—9 (a, ) => ==> (Ek) 

36 (0189 Se i SEC REIS TRE. HARA RMR, 
RLS RNR PIER IB A. 

SE AEB- REPRE MMR, EUIS UE IS S. Kee DEBE 14.2 
前 直接 推论 。 

定理 14.3 集合 的 有 向 边 的 于 图 G，(Y，E 是 时 传递 的 ， 口 

定理 14.4 “如果 算 法 14.8 成 功 地 终止 ， 那 么 就 给 册 一 个 可 传递 定向 。 

证 明 

证 明 是 对 算法 的 阶段 数 进 行 遇 纳 。 如 录 算 法 在 阶段 1 中 将 给 定 图 的 所 有 边 都 确定 了 方 
疝 ， 那 么 按 息 定理 14.3， 得 出 的 方向 就 是 可 传递 的 。 

4A EBG-(V, E) PHBE, SE AAMAS MR, WA tM 
定理 14.3， 子 图 G =(V, E) 是 名 传递 的 。 进 而 ， 因 为 子 图 G"= (V, E-E' ) t£ p-1 
脐 段 是 可 定向 的 ， 那 么 由 归纳 假设 可 知 ，G” 二 (V， 语 一 E’ ) 是 可 传递 的 。 现 在 我 们 来 证 
明 有 向 图 G 一 (V， 世 ) 是 可 传递 的 . 

假设 G 不 是 传递 的 ， 即 G 中 安 在 三 个 硕 点 6，j，k， 从 而 使 i 一 j 与 jk， 但 iPK， 那 么 
i+ j5j-kR a kA Ay Edged PEE’ ,这 是 因为 G' 和 如" 都 是 可 传递 的 。 
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RRB, RBogioideE p, jake a WB GERE REL eun 
i—k, BM, MMM, i jb A Ie b. 

假定 在 第 一 阶段 中 ， Wik ee wick, Sa GRAB MIA, Wel BEEP 
AT PPR. BOHR. MRELUGMME PRE Wick, BAG ERT AE d IN. 
这 又 产生 了 矛盾 、 p 

Bu. EGPARE RZA Maat, j. KK， 从 而 使 ;一 让 j—k. H ipk., Wiis Gn 
传递 的 。 Li 

这 样 就 建立 了 断定 1 ， 

下 面 我 们 着 手 建 立 断 定 2 。 

考虑 一 个 传递 可 定向 的 图 G=(V， 吾 )、 很 显然 ， 如 果 我 们 在 G 的 任 一 传递 方向 中 把 所 

有 有 边 的 方向 都 反 过 来 ， 那 么 得 到 的 有 向 图 还 是 忆 的 一 个 传 北方 向. 
”假定 我 们 取 G 的 一 条 边 ， 并 给 它 标定 一 个 任意 的 方向 ， 令 这 条 边 为 :一 j。 如 旭 我 们 现 
在 着 手 详 用 规则 R1 利 2 对 其 它 边 标定 方向 ， 那 么 这 样 定 淘 的 边 在 所 有 可 能 的 传 递 方向 上 
具有 相同 的 方向 ， 其 中 边 i 一 j 了 被 定 秽 为 一 j. RABBI HWA -BRE FOR. Æ 
么 用 规则 及 1 和 及 2 所 导出 的 方向 就 必须 具有 传递 可 定向 性 ， 因 此 下 得 出 ,如 果 我 们 对 传递 可 
定向 的 网 G 应 用 算法 14.3, 那 么 阶段 1 就 会 成 功 地 终生 ,而 晶 不 会 遇 到 任何 与 规则 有 1 或 规则 
RPG. UTS REDIERE I 09 32 8 CM AR 38 7 181 E LIT 92s T8 

和 如果 我 们 能 够 证 明 图 G” (V, E—E' ) be Eb REM. ik BE RSS BO we 
定向 的 边 集合 ， 那 么 就 可 推出 ， 第 2 阶段 以 及 所 有 其 它 阶段 都 会 成 功 地 终 pb. JP hi 
如 的 一 个 传递 方 商 。 从 而 证 明 断 定 SALG =V, E-E 的 传递 可 定向 性 是 相间 的 ， 
为 子 这 个 目 林 ， 我 们 进行 如 下 工作 ， 

BERGE H 边 称 为 标志 边 ， 并 且 把 这 些 边 的 端 顶 点 称 为 标志 顶点 。 令 V :表示 标志 
WAR. ER, -RRERUETSR-RERABERK T 

引 理 14.3 不 可 能 有 三 个 标志 顶点 让 j k, MWmisui-ju)-kXGRBGDm,. Mit i 
一 是 标 起 的 ， 

证 明 

仍 设 引 理 中 所 提 到 的 那 类 禁止 情形 存在 ， 即 假设 存在 三 个 标志 项 点、 了 、 下 ， 从 痢 
使 边 主 一 ; 利 j 一 大 未 标志 ， 而 主 一 大 是 标志 的 。 则 对 于 这 样 的 三 顶点 i J. k, AA 
) 是 一 个 标志 顶点 ， 对 对 某 个 了 则 存在 一 标志 边 主 -一 站。 因此 ， 存在 一 条 从 标志 按 宇 -- k 
到 标志 边 宇 一 【的 导出 链 。 

现存 选择 一 个 用 宇 、j、 上 大 塌 示 标志 顶点 ， 并 使 得 存在 一 条 从 让 -天 到 于 一 了 的 导出 
AP WEE. SHEP 是 寻 致 禁止 情形 的 所 有 链 中 最 短 的 链 。 这 -- e IE M E LR 
14.10( @ ) 所 示 ， 边 上 芍 楼 形 表示 这 条 边 是 标志 边 ， 虚 线 表示 不 存在 相对 应 的 边 ， 

在 最 短 链 王 中 ， 对 某 个 了 来 说 ， 紧 接 i 一 后 面 的 标志 边 ， 颖 么 是 1 一品， 要 么 是 外 
—P. RRM, BAEK —-P. MKA ito, BM, Uk- PRKREHi— k 
KIE. ET. EE- REEMA il, BWA ij RARE., AEPA I 

是 分 离 的 。 此 外 还 存在 边 了 一 了 P， 否则 边 了 一 就 会 被 标志 。 到 此 所 建立 的 关系 ， 如 图 
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14.10( b) BRA. AR .2 就 不 可 能 是 一 条 标志 边 ， 因 为 祭 志 ERAS Rin i— 1. 
现在 ， 我 们 得 到 条 较 短 的 从 边 和 一 卫 到 边 了 一 了 的 导出 链 ， 从 而 导致 了 另 一 禁止 情形 ， 
即 迪 才子 与 于 一 ?未 被 标志 ， 而 边关 一 于 是 标志 的 。 这 与 假设 相 矛 盾 。 Li 


图 14.10 


定理 14,5 MRG=(V, EBM MH, WAG =V, 五 一 EE’) 也 是 可 传递 定 
向 的 。 
证 明 
因为 规则 R1 与 RR2 只 标志 了 邻接 边 ， 所 以 图 G' —(V/, E’) 是 连通 的 ， 
现在 考虑 - .个 顶点 pGY 一 V'。 如 果 0 是 与 任 一 顶点 9 EV 相连 的 ， 那 么 ?就 应 与 V! 
(ERAS Sv 相 邻 接 的 顶点 相连 ， 哲 则 边 ! 一 区 就 会 被 标志 。 因 为 隐 G* 是 连通 的 ， 所 以 就 得 
出 2 必须 与 六 ' 中 所 有 的 贷 点 相连 。 
4 GG Vl, AMEE PHAY 3 Gil 5. 
现在 ， 我 们 将 集合 V 一 V' 划 分 成 如 下 四 个 子 集 ; 
A —- (ie V-V' Re G'PAERHIE V, i-j) 
B -üdcV-V'BX&GwpapHBjeV', j>} 
C -(iliceV-V'B3g 全 中 对 所 有 jcGV'， ij} 
D=V—(V' VAL BUC) 
注意 ， 了 是 由 V 一 V ' 中 那些 与 V ' 中 爹 部 顶点 相 过 的 所 有 项 点 组 成 ， 但 并 不 是 也 中 一 -个 顶点 
连接 到 V ' 中 顶点 的 所 有 边 都 确定 为 相同 的 方向 。 
GERMS SV NFER FMR. 
1.34. & CA, JED, KCB, Fi-j, jok, i-k, 
2.MFMBICCURIED, di-j, 
3 .连接 4 与 C 的 所 有 边 都 被 定向 为 从 4 到 
4. 连 接 吕 与 C 的 所 有 边 都 被 定向 为 从 安 到 卫 。 
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到 自前 为 止 的 情形 示 子 图 14.1ka)。 | 

现 将 从 V' 到 DD 定向 的 所 有 边 的 方向 反 过 来 ， 从 而 使 连接 V' 55D 的 所 有 边 被 定向 为 从 
DD 到 V'。 这 样 得 出 的 方向 如 图 14.11(5) 所 示 。 我 们 断 盲 ， 这 种 方向 是 可 传 训 的 。 

为 了 证 明 这 个 断言 ， 我 们 必 伏 证 明 ， 在 图 14.11( 吕 ) 所 示 图 中 ， 对 于 所 有 、 了 了 和， 
如 果 主 一 了 j 且 了 一 友 ， 屠 么 让 一 天， 很 是 然 ， 如 果 这 三 条 边 都 不 在 刚 被 反 向 的 那些 边 中 ， 
RETENE. DUE, RMA RP TAA: 

1.iED, jcV'J BkcV', | 

2.iED, jEV' JEBkc B, 

3.j€ D, kEV' 并 EiC A, 

4.jCD, kcV'3t Ric D, 


B 14.1 


TERA HE, iskr TENAIO). But, PA CT Heck des. 

SAMA IO BR REL BEE 中 的 所 有 边 ， 妈 移 去 E' 中 所 有 的 标志 边 。 

ik: ESHA PEMA, Mk, HER i> iI Rick, Bibk. 这 里 
iPERNERHIixk, RER i e- kBRRBH 14.118 的 方向 不 是 传递 的 ， 如 果 边 i 
一 下 不 在 E 一 E’ 中 ， 那 就 一 定 在 E' 中 ， 否 则 ,图 14.11(6) RAT RA. Ee 
VRWEV ' 中 。 

因为 在 V' 之 外 不 存在 项 点 ， 即 它 既 有 从 V' 到 它 的 边 ， 又 有 从 它 到 V' 的 边 ， 那 么 j 也 
#EV ^m 

这 样 就 有 了 被 标志 的 1、 j. k, 未 标志 的 边 1 一 了 和 j 一 表 ， 以 及 被 标志 的 边 i 一 
k 。 和 根据 引 于 14.3， 这 是 不 可 能 的 。 

BS, MEA. LO BUR IRE KE? Ar RS BH H I T 可 传递 的 所以， 
人 一 (V， 卫 一 五 ) 是 可 传递 定岗 的 ， D 

这 样 我 们 就 建立 了 斯 定 2 ， 并 由 此 证 明了 算法 14.3 的 正确 性 。 

玫 在 应 当 消 楚 地 知道 ， 上 画 所 讨论 的 传递 方向 算法 是 一 个 步骤 简单 、 但 其 正确 性 证 明 
却 是 很 绕 人 的 算法 实 钢 ， 关 于 这 个 河 题 较 早 的 算法 ， 可 参阅 文献 [14.15]。 
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文献 [14.14 和 [14.16] 引 进 了 转 置 留 ， 并 且 建 立 了 这 些 图 与 传递 可 定向 图 之 问 药 结构 
关系 。 他 们 还 讨论 了 一 个 用 以 测试 给 定 图 是 否 为 转 冒 图 的 算法 。 

有 些 图 论 问题 ， 一 般 说 来 起 很 难 解决 的 ， 但 是 当 涉 及 的 图 是 传递 可 定 疝 的 ， 则 问题 就 
变 得 简单 了 。 求 最 大 完备 子 集 和 求 最 小 着 色 问 题 都 是 这 类 问 利 的 实例 ， 这 些 疝 题 产生 于 对 
存 贮 再 分 配 以 及 电路 布线 问题 的 研究 中 ， 参 阅 文献 114.16]， 也 可 参阅 文献 L14,17] 与 
[14.18], 


14.3 深度 优先 搜索 


本 节 ， 我 们 介绍 一 种 搜索 图 的 系统 方法 ， 这 种 方法 称 为 深度 优先 搜索 ， 简 称 DFS， 
在 一 些 有 效 算法 的 设计 中 被 证 明 是 非常 有 用 的 有些 算法 将 留 在 本 章 的 其 它 小 他 来 讨论 。 
这 里 我 们 介绍 的 算法 起 以 文献 [14.19] 为 依据 的 


14.8.1 无 向 图 的 DFS 


首先 我 们 简 述 无 向 图 的 DFS， 一 开始 ， 我 们 就 公 设 正在 考虑 的 网 是 连通 的 ， 如 果 该 图 
不 是 连 遂 的 ， 那 么 DFS 将 在 图 的 每 一 片上 分 六 完成 ， 我 们 还 假设 图 中 没有 自 环 ， 

一 个 无 向 图 G 的 DFS 按 如 下 步 又 进行 ， 

在 图 G 中 , 任 选 一 顶点 ? ,并 以 靖 开 始 搜索 ，? 被 称 为 DFS 积 的 起 始 项 点 ， 此 时 说 v 已 被 
WERT. | 
。 然后 我 们 选择 与 关联 的 边 〔 D ，tw ) ， 并 越过 这 条 边 去 访问 也， 同时 这 条 边 定向 为 
从 = 到 也 ， 这 时 边 〔( 吕 ，tw ) 就 说 成 是 被 检验 ， 并 称 之 为 桶 边 。 顶 点 2 称 为 了 的 父亲 ， 记 
A FATHER (w), 

OH, URNATA. RAA RR 

1. 如 果 与 关联 的 所 有 边 都 已 检验 过 ， 那 么 我 们 就 返回 到 的 父亲 ， 并 号 续 从 FAT- 
HER ( x ) 搜索 ， 顶 点 x 这 时 就 说 成 是 完全 打 描 过 ; 

2 ,如 果 存 在 与 巴 关 联 的 某 些 未 被 检验 的 边 ， 那 么 我 们 选择 这 样 的 边 ( 工 ， Y). HE 
MACY. XB, Xx, 3 ) 就 说 成 是 被 检验 ,现在 有 两 种 情形 于 需要 考 让 

情形 1 如果 原来 未 被 访 阿 过 ， 那 么 我 们 就 越过 边 ( 和 ， 2 ) debba y, 3A UAE 
续 搜 索 ， 在 这 种 情况 下 ，( x ，9 ) 就 是 一 条 树 边 ， 且 x 一 FATHER ( 9), 

情形 2 如 果 原 来 已 被 访问 过 ， 那 么 我 们 就 继续 选择 一 条 与 x 关联 的 其 它 示 检验 过 
的 边 。 在 这 种 情形 下 ， 边 ( 过 ， Y) 就 称 为 一 同 测 边 。 

在 DFS 期 间 ， 无 论 顶点 了 是 被 首次 访问 ， 页 闭 沁 在 搜索 期 问 是 被 访问 的 第 i NAA, 
就 给 它 分 配 一 个 特定 整数 DFN( x ), 且 令 DFNCX) «1, DENEY c WE ACER RAS, 
深度 优先 数 在 DEFS 期 间 表 示 顶 点 被 访问 的 顺序 。 

当 搜索 返回 到 根 ， 并 蔬 所 有 的 边 都 已 被 访 癌 时 ，DPFS 就 终止 了 . 

如 上 述 描述 可 见 ，DFS 将 G 的 边 划分 成 树 边 和 回 逢 边 ， 很 容易 证 明 ， 树 边 形成 了 O M 
一 个 生成 树 。DES 也 给 G 中 的 边 强加 方向 ， 所 得 到 的 有 向 图 用 人 表示 。 由 DRS 所 引信 的 树 
边 及 其 方向 ， 将 形成 G 前 一 个 有 向 生 成 彬 ， 这 个 有 向 生成 树 称 为 DFS 树 ， 

注意 ， 一 个 图 的 DFS 不 是 唯一 的 ， 因 为 与 一 个 项 点 相关 联 的 边 可 以 任意 虞 序 的 选取 来 
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Hh. T 
举例 ， 网 14.12 中 表示 了 一 个 无 向 网 的 DFS， 网 中 ， 树 边 用 实 线 表示 ， 回 渊 边 用 上 趾 线 
表示 。 依 次 我 们 给 每 一 个 顶点 标 出 它 的 深度 优先 数 。 SPAWN TRE, WRG 
一 硕 点 如 ARG. BPP AY 的 表 称 为 ?的 邻接 表 ， 并 给 出 了 与 顶点 相关 联 边 
的 检验 顺序 。 

现在 我 们 来 介绍 DEFS 算 法 的 一 个 正式 描述 。 在 这 一 描述 中 ， 所 考虑 前 留 假定 都 是 不 连 
通 的 。 算 法 中 使 用 的 数组 MARR 表 示 ， 对 于 每 一 贰 点 都 有 一 个 元 素 。 描 述 开 始 时 ， 将 图 
中 每 一 项 点 v 属 MARK(v)== 0 ， 以 此 表示 所 有 顶点 都 未 被 访问 过 。 只 要 一 个 顶点 被 访问 
过 ， 就 在 MAR 必 数组 中 置 相 应 的 元 素 等 于 1 ， 数 组 DFN 与 FATHER 的 定义 同 前 ，TREE 
与 BACK 相 应 地 为 存 贮 所 生成 的 树 过 与 回潮 边 的 二 个 集 含 , l 

算法 14.4 无 向 图 的 DFS 

S..GERS#A, ':RTREE— Z, BACK— g, Hi=1, 对 G 中 每 一 顶点 ?, 置 FATHER 
(v¥) = 0 RMARK(¥)= 0 

S2. ( 从 G 中 一 个 片 的 DFS 开 始 ) 选任 意 一 个 顶点 〔【 比如 说 顶 ST), AMARK(r)= 
0. EDFN(r)=i, MARK(r-1, Be=r, (这 全 顶点 7 称 为 正在 考虑 片 的 根 ) 

S3. 如 时 与 2 相关 联 的 所 有 边 都 已 被 标记 为 “已 答 验 ”， 那 么 转 到 S5、( 7k 时 已 被 
HEBD ) 否则 选 尚未 标记 “已 检验 ”的 边 (2， 志 )， 从 而 转 到 S4。 

S4.35 (vw) 定向 为 从 bV 到 也 ， 并 作 标 记 “ 已 检验 ”、 照 以 下 步 又 进行 ,然后 转 
到 53。 


Viu m x 
1 


D 
J (2,9), (2, 10), (2, 11) 
), 3,5), (3.6), 0,7) 


e. 2, (9 103, (9,1) : b | E 
(19,25, (10,9) $ % 
(11,2), (11,9) j 


图 14,12 — pam MHDS Æ 14,13 


A 90 X9 0&8 wN 
会 
WwW 
> 
~ 
a 
= 


— ræ 
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1.WiRMARK(w)= 0, ME 
ixi+t, 
DFN(w) =, 
TREE= TREE U {(v,w)}, 
MARK(w)-1, 
FATHER(w)=», 
: v =w 
2. RMARK(w)==f, NE 
BACK = BACK (J {(v,w)} 

S5 RURFATHER(v) 9 (vr RECO HOHE), WW Bv= FATHER(v), M 
而 转 到 Ss， 否 则 ， 转 到 8S6， 

Ss. WRF TRAY, MARK(Z) 一 1， 那么 转 到 87， MWE Titl * 
到 $2 

S7.(DES 完 成 ) MAL, 口 
令 邓 为 无 向 连通 网 的 一 个 DEFS 娠 。 如 前 所 述 ， 全 为 G 的 一 个 有 向 生成 树 。 为 了 进一步 讨 
论 ， 我 们 需要 引进 几 个 术语 。 

如 果 在 和 由 存在 一 条 从 顶点 2 到 顶点 吕 的 有 沿路 径 ， 那 么 2 WH PMR. wa 
AVR TAME. HM, Mv sw, My 称 为 好 的 正常 前 代 ， ws v BER SUE. 如 
RO WET HAA, BAR 称 为 也 的 父亲 ， 了 2 称 为 总 的 儿子。 注意 ,`- 个 顶 
点 可 以 在 不 于 一 个 玫 子 。 顶 点 了 与 它 的 所 有 后 继 顶 点 形成 了 下 的 一 个 子 树 ， 并 了 顶点 如 为 
这 个 子 竺 的 很。 

两 个 顶点 ? 和 包 是 相关 的 ， 如 果 其 中 一 个 是 另 一 个 的 后 继 ， 否 则 ， 避 和 岂 就 是 不 相关 
的 ， 如 果 和 ww 是 不 相关 的 ， 旧 DFN(V)<DFN(w)， 闭 么 v 就 被 说 E EWR AE AN, 
就 是 名 的 右 位 ，G 中 这 接 不 相关 顶点 的 边 称 为 交叉 边 。 

RAMI, AG eae RM. 

令 V 和 0; 为 T 中 任意 两 个 不 相关 顶点 ， 那 么 显然 存在 二 个 析 异 的 顶点 ,和 s，,， 从 而 使 
( 1 ) FATHER(s,)=FATHER(s,); ( 2 ) v1 和 ,分 别 为 $1 和 和 s, M c A CL 1B 
14.13), 

AT AT, MRA ATH UL s Hs AREZ ATR. BOR RE, BUEDFN(s,) 
<DEN(s,), WA EDFSSE, T. PMR RRA ATLAS, PSHE T ER 
进而，s: 的 扫 扒 只 有 有 在 Ti 中 所 有 顶点 都 被 完全 扫描 后 才能 完成 。 所 以 不 可 能 存 EERO, 
和 2 的 边 。 如 车 这 样 的 边 存在 ， 那 么 它 就 会 在 s, 的 扫描 完成 之 前 已 经 被 访问 。 

从 而 我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 14.6 如 果 (2 ,名 ) 是 无 向 连通 图 台中 的 一 条 边 ， 测 么 在 G 中 的 任 一 DFS 酝 中 ,9 
HUE RISE, RAHA. c! 

36 El REE RIPE, ELECTA REOR IR PELO -A 
法 的 基础 ， 
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14.3.2 有 向 图 的 DFS 


有 向 图 的 DFS 与 无 向 图 的 DFS 基 本 类 似 ， 其 主要 区 别 是 ， 在 有 向 图 的 情 澡 下 ， 边 只 
能 沿 着 其 方向 通过 。 由 于 这 个 限制 ， 有 向 图 人 中 的 边 就 在 G 的 DEFS 中 被 划分 为 四 类 ( 而 不 
是 无 向 图 中 的 二 类 ) 。 顶 友 世 所 遇 到 的 一 个 尚未 检验 的 边 ( 吕 ,也 ) 将 分 类 如 下 ， 

情形 1 wR. 

在 这 种 情况 下 ，(?,t] 是 一 条 树 边 。 

情形 2 多 已 被 访问 过 ， 
a. 如 果 刀 在 DFS 林 中 ( 即 树 边 的 子 图 ) 是 9 的 一 个 后 继 顶 点 ， 那 么 (V，tw) 称 为 一 前 
向 边 。 
“6. 如 果 ww 在 DFS 林 中 是 2 的 一 个 前 代 顶 点 ， 邢 么 (V，w) 称 为 一 后 向 边 ， 

5c. 如 果 v 和 纪 在 DFS 林 中 是 不 相关 的 ， 昌 DFN(w)<DFN(w)， 那 么 (b， 风 ) 就 是 一 交 
灵 边 。 注 意 ， 不 存在 具有 DFN(w)>DEN(Cv) 的 交叉 边 (V， 急 )。 其 证 明 按 定 理 14.6 的 证 
BIA ORE TS. 

现在 列 出 一 些 有 用 的 注意 点 : 

1 一 条 具有 DEFN(o)>DFN(o) 的 边 (2，z) 或 是 树 边 ， 或 是 前 向 边 。 在 DEFS EL. 
加 为 一 条 树 边 总 是 导致 一 个 新 的 顶点 ， 所 以 区 分 树 边 与 前 向 边 是 很 容易 的 。 

2 ,一 条 具有 DFNC2w) 之 DFN(w) 的 边 或 是 后 向 边 ， 或 是 交叉 边 ， 在 检验 与 2 关联 的 边 
到 巡 到 边 (V，ww) 时 ， 如 果 纪 不是 完全 扫描 过 的 ， 那 么 这 样 的 边 就 是 一 条 后 向 边 。 

3.DFS 林 ( 即 树 过 的 子 图 ) 可 以 是 不 连 遵 的 ， 即 使 正在 考虑 的 有 向 图 是 连通 的 。 在 
DFS 林 的 每 个 片 中 ， 要 被 访问 的 第 一 个 顶点 称 为 相应 片 的 根 。 

下 面 给 出 有 阁 图 的 DFS 自 法 的 描述 。 在 这 个 算法 中 ， 我 们 使 用 一 个 新 数组 SCAN， 它 
对 于 图 中 的 每 个 顶点 有 一 元 罕 ， 开 始 我 们 对 任 一 顶点 ?党 SCAN(Cv)=0， 这 表示 没有 .个 
项 点 新 完全 扫 撕 过 。 只 痉 一 个 隋 点 被 完全 扫 撕 过 了 ， 那 么 SCAN 数 组 中 相应 的 信和 就 置 为 1。 
如 前 所 示 ， 当 我 们 过 到 一 条 具有 DEFN (w)«DEN(v)fG.m) B, 4 R SCAN(w) 
0， 那么 就 把 它 分 类 为 后 向 边 ， 否 则 ，《 5,tw ) 就 是 交叉 边 。 我 们 还 使 用 二 个 数组 FOR- 
WARD 和 CROSS 来 分 别 存 贮 前 向 边 与 交叉 近 。 

算法 14.5 ”有 向 图 的 DES 

S1.G EREKE A IAK., EH TREE= g, FORWARD— @, BACK=0, 
CROSS=¢, Hi-1,. XG pT., SMARK(v)— o, FATHER( v )=0 fil 
SCAN(27)= 0, 

S2. (PDFS 以 一 新 根 开始 ) ERR — THAR, dur, H MARK(r)-0. "7EDFN(r)-i, 
MARKr)—151v-—r, 

Sá. NUR SORROW “ORR? , WESCAN() -1. 2 Fi $ BI 
55。《 2 这 时 是 被 完全 扫描 的 ) 否则 ， 进 取 一 条 尚未 标记 “已 检验 ”的 边 《v，tw ) ， 从 而 
转 到 4。. E 

S4. eid (v. wy "EAST, HAA, BRAS, 


ili 


1.0 RMARK(w)=0, B 
i-i-l, 
DFN(w) =i, 
TREE= TREEt {(v, w)), 
MARK(w)=1, 
FATHER(w)=v, 
ow, 

2.5 E 

FORWARD-FORWARDU ((v,w)), EDFNQD)2DFN(v) 

BACK = BACK U iv, w}}, #DFN(w)<DFN(O)R 

SCAN(w)=0; oo 

CROSS — CROSS U {v,w)}, 对 其 它 情况 。 E 

S5. 如 果 FATHER(2) 羡 0( Bv ETR), HAR v FATHER(v), $E 3 S3, 
否则 ， 转 到 S6。 

S6. 2M FETAL, MARK(x)—1, WHES7, BH, Bi-i+1, S2. 

S7. ( DFS 完 成 ) BAL. | 口 

举例 ， 一 个 有 向 图 的 DEFS 如 图 14.14(a) 所 未 。 其 次 对 于 每 个 项 点， 我 们 示 出 其 深度 
优先 数 。 树 边 以 实 线 表示 ， 其 它 边 以 由 线 表示 。DFS 林 被 分 别 示 于 图 14.14(5)， 

如 前 所 示 ， 如 果 有 向 网 本 身 是 连通 的 ， 那 么 有 遍 图 的 DEFS 宁 就 可 能 是 不 连通 的 ， 这 
点 也 可 从 图 14.14(b) 中 看 到 。 这 样 就 给 我 们 提出 了 一 个 问题 ， 即 寻求 DFS 林 为 达 通 的 充 
分 条 件 。 下 面 我 们 将 要 证 明 ， 一 个 强 连 道 图 的 DFS 林 是 连通 的 。 实 际 上 ， 我 们 将 建立 一 
个 更 一 般 的 结论 。 

STRAH HAGO , EB —TDFSH SWE V 2283G,— CV, E) AGH — 4-3 
X38. SRG, 的 任意 两 个 顶点 0 Mw, RM, 假定 DFNC(v)}<DFS(w). 因为 
人 是 强 连 通 的 ， 所 以 G 中 存在 一 条 从 2 到 包 的 有 向 路 径 P， 令 X 是 PP 中 具有 最 小 深度 优先 数 
HERA, STAUCAWTH PR. HR. 交叉 边 和 后 向 边 都 是 只 从 子 树 T 中 得 出 的 边 ， 
网 为 这 些 边 导出 了 具有 低 于 DEN(z ?的 深度 优先 数 的 优点 ， 由 此 得 出 :一 号 路 季 卫 到 ET, 
中 的 - -个 顶点 ， 那 么 P 中 所 有 后 继 顶 点 都 将 在 Ts。 中。 特别 是 也 也 在 Ts 中 ， 因 此 包 也 是 尺 的 
一 个 后 继 。 因 为 DFN(x)<<DFN{v)<DFN(1wv)， 罗 此 由 DFS 算 法 也 得 出 避 在 Ts 中。 从 
而 ，Gi 中 任 二 个 顶点 y 和 ?tp 都 具有 共同 的 前 代 顶 点 ， 该 顶点 也 在 G 中 。 

从 二 面 我 们 可 得 出 结论 ，G, 的 所 有 顶点 有 一 个 共同 的 前 代 栅 点 Pr， 其 中 7 也 在 Ci H. 
现在 可 以 看 出 ， 在 T 中 @, 的 顶点 的 所 有 公共 前 代 项 点 中 ， 人 顶点 妆 具 有 最 高 深度 优先 NE. SE 
而 可 见 ， 如 内 wv 是 Gi 中 的 顶点， 那么 队 7, 到 2 的 村 通路 中 的 所 有 顶点 都 将 在 Ci 中。 ids dr 
V 导 出 的 并 的 福清 都 是 连通 的 。 从 而 我 们 得 出 下 面 的 定理 ， 

定理 14.7 2G,=(V,,£,) 为 有 向 图 G 一 (Y， 下 ) 的 一 个 强 连 通 片 ， MET G 的 一 
DFS 林 ， 那 么 由 Vi/ 导出 的 T 的 子 图 是 过 通 的 。 E 

下 面 是 上 注定 理 的 一 个 直接 推论 ， 
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推论 14.7.1 一 个 强 连 通 图 的 DFS 林 是 连 通 的 。 g 
容易 证 明 , DESA. 414 SKRR), 这 里 为 图 中 顶点 数 ， 1 为 边 数 ， 


i414 (QQ) 一 个 有 向 图 的 DFS; ORRA DFS H, 


14.4 2- 连通 性 与 强 连 通 性 
本 节 ， 我 们 将 讨论 寻求 一 个 图 的 3- 连通 片 和 强 连 通 片 的 算法 ， 这 些 算 法 是 Hoperoft 
与 Tarian 在 文献 [14. 20] 中 和 Tarjan 在 文献 [14、 19] 中 提出 的 .这 些 算 法 都 是 以 DEFS 为 基础 
f. Rinse WHE. 


14.4.1 2- 连 通 性 
我 们 曾 记得 ( 第 作 章 ) ， 一 个 2 连通 图 是 没有 制 点 的 连通 图 。 图 的 一 个 最 大 2- 连 通 子 
图 称 为 该 图 的 2- 连 通 片 *。 | ey | 
确定 2- 连 通 性 算法 的 关键 … 步 就 全 兢 定 一 个 简单 的 判别 准则 ，. 即 在 进行 DFS 时 凡 来 认 
Hala. PRM ATE ae TARE. 
HE ER. —2-XxcEH HORlsD dE GG ESSERI. —— ERE 
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4G-(O E) —3 I EEXSES. ST HGH OUR A ARNDFSH. WARM 有 : 

$[214.4 TAVA BGM THA, c5 EL Xp vA ULT s, TSH E~ 5 继 
顶点 人 包括 自身 ) 与 ?的 一 正常 前 代 顶 点 之 间 不 存在 后 向 边 。 

证 明 

SG ANGHPETR MORGANA. HUY, VRGH—-THA, MARAG 不 是 
A, 

4s, Sy, SOUTIUB LT. ME, tisk, SV eas AIRS S (包括 本 
HHSC HE LSRNG WER. del. SV" =V'-UELV, Xx EV y {w}, 
并 令 G? 为 在 Y* 上 导出 的 子 网 ， 注 意 ， 立 的 所 有 正常 前 代 顶 点 帮 在 V* 中 。 

WER. G, G,, =, GAG RACH RATA, Me FRAKES TO'R 
HBR, RITIRARE FARRER. HM, ee B48, 不 存 
CHERT RAC MAAK. FURE: GRMN, SHRM, 1<ick, 
AD SeCV GW soc Y? 间 存在 一 条 边 (a，D)。 这 样 一 条 边 《a, b) 必须 是 一 后 向 边 ,县 
“日 将 是 2 的 一 正常 前 代 顶 点 。 因 此 我 们 得 出 结论 ，G' 将 是 连通 的 ， 当 上 且 仅 当 对 5 的 每 个 J 
子 s， 在 si 的 某 个 后 继 顶 点 ( 包括 本 身 ) 与 2 的 一 正常 前 代 顶 克之 间 存 在 一 后 调 边 。 引 理 的 


证 明 现 在 可 直接 得 出 。 口 
引 理 14.5 ” 根 顶 点 ?是 台 的 一 个 割 点 ， 当 用 仅 当 @G 有 不 止 一 个 儿子 ， 
证 明 
证 明 可 按 与 引 理 14.4 相 同 的 步骤 进行 。 Li 


下 面 我 们 用 深度 优先 数 来 表 未 G 的 顶点 。 为 了 把 引 理 14.4 和 14.5 所 给 的 判别 准则 CAE 
DEFS 过 程 中 ， 对 于 台 的 每 一 个 顶点 y， 我 们 定义 ， 

LOW(v)=min ( {v} U {w| 存在 -后 身边 (zi)， 并 使 得 T 中 的 Y 是 2 的 后 继 顶 点 ， 而 
纪 是 2 的 正常 前 代 顶 点 。} ) 。 

利用 上 面 党 义 的 LO 久 值 ， 我 们 可 用 下 面 定理 来 重新 描述 引 理 14.4 所 给 出 的 判别 准则 。 

定理 14.8 顶点 9 三 ? 基 G 的 一 个 割 点 , 当 卫 仅 当 5 具有 一 儿子 s, 并 使 等 LOW(s) 宇 2, (1 

注意 ，LOW(w) 等 于 最 低 编 号 的 顶点 ， 该 项 点 蚌 从 Vv 由 发 ， 通 讨 一 条 至 少 含 有 一 后 向 
边 和 的 有 向 路 径 而 到 达 的 ， 我 们 可 以 重新 写 式 { 14.1 ) 为 

LOW(v) =min( (9) U (LOW(s)| s 是 2 的 一 个 儿子 }U {w (7,10) E — E032. 

LOW(D) 的 这 一 等 价 定 义 提 供 了 计算 LOYW(2) 的 如 下 步骤 : 

140 是 DRS 期 站 首次 访问 时 ， 山 管 LOVW(2) 等 于 乡 的 深度 优先 数 ， 

2. 当 与 加 关联 的 一 后 向 边 ( v, w) 被 检验 时 ， 则 置 LOW(2) 为 当前 值 与 好 的 深度 优 
先 数 二 者 阐 的 最 小 值 。 

5. 当 DFS 在 2 的 一 个 儿子 s ZAARREN Y i, WE LOWO) 为 其 当前 值 与 
LOW(s) 二 者 中 的 最 小 值 ， 

He. MEA, Yom, LOW) HRB UE, | 

FHRNESERWAWERRP2-HBYKR-AB. 为 此 ， 我 们 采用 数组 STACK。 
开始 时 ，STACK 是 空 的 ， 当 边 被 检验 时 ， 它们 就 被 加 到 STACK 的 栈 到 上。 
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假定 9 的 一 个 儿 池 5 RKB, DESHI BWA. (EX BU SERLOW(s) i 
计算 。 候 定 现在 发 瑰 LOW(s) 之 Vv， 那 么 ， 按 定理 14.8， 是 一 个 市 点 ， 进 而 ， 如 洪 8 是 
具有 这 种 性 质 的 第 一 个 顶点 ， 那 么 我 们 容易 发 现 ， 与 $ 相关 联 的 边 ( 0. s 及 其 后 继 顶 
虚 将 构成 一 个 2- 连 和 遂 片 ， 这 些 边 正好 是 从 STACK 酚 顶 到 包括 (2，s ) 在 内 的 那些 边 、 现 
EBEMMSTACKE RE, 根据 这 一 点 ， 算 法 恰好 以 图 G' 上 相同 的 方式 进行 ,其 中 图 G' 
是 通过 从 避 中 和 姑 去 刚 识 别 为 -连通 片 的 那些 边 而 得 到 的 ， 

和食 如 ， 一 个 连通 图 的 DFS 树 可 以 如 图 14.15 所 示 。 人 G1， 如 s，"…，Gis 为 按照 他 们 定义 
的 路 序 排出 的 2- 连 通 片 ， 

现在 给 出 2 :连通 算法 的 描述 ， 这 个 算法 基本 上 与 算法 14.4 相 同 ， 它 包含 计算 LOW (2) 
HURT HAT AR ENAA RARR, EE, AAR, RBA 
为 了 识别 包含 ?的 2- 这 遂 分 支 ， 被 当 作 一 个 割 “ 
点 沫 处 理 ， 尽 管 7 本身 不 是 一 个 荐 点。 

算法 14.6 2- 连 通 性 

S1.G 为 给 定 的 连通 图 。 对 于 G 中 每 一 顶 
Av, HFATHER(v)= 0 #1 MARK(v)=0, 

T į = 1 ASTACK= J, 

S2. 性 选项 点 7， 并 满足 MARK(?)=0， 


置 
DFN(r) i, 图 1415. €, Gu Gu, Gu G——+ Maem 
LOW(r) =i, ARE 
MARK (7) ~=1, 
ver, 


S3 E v NARRAR “PRR”, MARS. 和 否则， 选取 一 尚未 标 
为 “已 检验 ”的 边 ( v, w), xxxdXdbbuo “EMR”, BMBSTACK 的 栈 成 ， 并 
转 到 S4。 
S4. 做 如 下 事情 ， 然 后 转 到 53， 
"1, 如果 MARK(w) 二 0, WE 
i=i+1, 
DFN(w) =i, 
LOW (ww) —i, 
FATHER(w) =v, 
MARK(w)=1, 
vaU, . 
2. W RMARK(w)=1, WE 
， LOW (v} =minf{LOW(v}, .DFN(w)} 
SS. dp RFATHER(v)s 0, MSE Bi, HASE, 
S6. 5:RLOW(v)ZDFN(FATHER(v)), BAMSTACKRRBESA 的 边 ， 直 到 
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@&7 i (FATHER), v) 为 止 【 一 个 2- 连 遂 片 就 被 求 出 来 了 . ) 
S7.& i | 

LOW(FATHER(£)) =min{LOW(v), LOW(FATHEH(v))), 

""-FATHER(v) 
并 转 到 83. : 
S8. ( 所 有 2~ 连 和 通 片 都 被 求 出 来 了 ) PPG. 口 
上 述 算法 的 举例 说 明 ， 见 图 14.16。 

{i 


Bi 14.15 算法 14.9 的 举例 说 明 。LOW 们 示 于 插 苇 让 。2- 连 通 片 为 {81， Par Cr er 6, i6) 
Ale, e,, ey, Cues ebe 


14.4.2 8& X b 


(if. MAUS DA Nw, HGPA RA vsu mem d 
从 刀 到 也 的 有 向 路 径 ， 那 术 图 名 就 是 强 连 通 的 。 进 而 ， 图 全 的 最 大 强 连 子 图 称 为 该 图 的 强 
Xx». 

考虑 一 个 有 向 图 各 一 (V， 百 )， 令 G -(V,, ED, G,-(V., E), n, GO, 
EQ AGHAEMH. STAGH~PDFSH, WT, Ta e, TAH ATAT S EV... 
V, c Viki Pe, BIERH.THÉAL T,, Ta o. TERRE BS. 

Ar(aisek ) 为 了 的 根 。 假 定 ， 如 果 守 < 了 了， 那么 DES 终 止 于 顶点 MATH 
Are MARMASSE: APTP], TRARRE, REA AR 
顶点 -进而 对 于 1o ick ,G 可 以 由 那些 不 在 G Ga o, GPM WER AR, 

推导 强 连 通 性 算法 的 第 一 步 ， 就 是 确定 一 个 在 PEFS 过 程 岂 用 来 识别 要 的 简单 HE. 
_ 下面 的 观察 在 导出 这 一 判 据 中 将 是 有 用 的 。 这 些 观 察 都 是 下 面 事实 的 直接 推论 ， 即 在 适 过 
MORE, ， 五 :，…， 取 的 每 一 集合 的 所 有 边 而 得 到 的 融 中 ， 不 存在 肿 击 回路 。《〈 见 5.i 节 ) 

LRE, w) RAK, RHVEV, weV, i+, Anc. ARRAY 
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都 是 从 V, 中 的 顶点 出 发 ， 最 终 仍 终止 在 Y, 的 顶点 工 . 

2.^dEXE (Uv, w) ORT XE, RBVCV, wEV, i+), rni ARREA, 
Bi XPTdARGEXGR (v, w), FROAZ-OWA, . 

QNFRP IMG, £9] Arter meu, st aa IS 

DHFR, WecV Awev,, 
假定 G 的 顶点 用 它们 的 PES 数 来 命名 ，G 中 的 每 个 定义 为 ， 

LOWLINK(») =min({v} U {w| 存在 一 Ae DAVIES E ET nk ONY KG HA, H 
也 与 0 在 相同 的 强 连 通 片 内 }). 

假设 VEV,。 那 以 队 上 述 定义 可 得 : LOWLINK (v) EV ob Rb di 9 US. XAR 
从 2 出 发 通过 至 少 包含 一 条 后 向 按 或 一 条 交叉 边 的 有 向 路 径 而 达到 的 。 从 上 述 进 行 的 这 些 
观察 可 得 ， 这 样 一 条 有 向 路 径 的 所 有 边 都 必须 在 GG 中 。 作 为 一 个 直接 的 结果 我 们 得 出 

LOWLINK(r)-r, SFR 1 <i<k (14.2) 

RRvVCV 且 pAr。 那 么 G 中 存在 一 条 从 2 到 % 的 有 疝 路 径 卫 。 这 样 的 一 条 有 前 路 径 卫 
必须 包 会 一 条 后 向 边 或 一 条 交叉 边 ， 这 是 因为 m< 2， 并 且 只 有 交叉 边 或 后 回 边 才 能 得 出 
较 小 编号 的 顶点 。 换 名 话说 ， 卫 包 售 了 一 个 顶点 ?WP<Yz。 所 以 ， 对 于 V 关 F， 我 们 得 泽 

| | LOWLINK(v)«/v ( 14.3) 

结合 式 (14.2) 和 《14.3 ) ， 我 们 得 到 下 面 的 定理 。 该 定理 描述 了 有 有 向 图 的 强 连 通 片 
根 的 特征 。 

定理 14.9 ”一 个 顶点 是 有 向 图 的 强 连 遂 片 的 绢 ， 当 是 仅 当 LOWLINKCo)- v. E 

当 我 们 进行 DFS 时 ， 可 以 应 用 下 列 步 又 术 计 算 LOWLINK(2). 

1. 首 次 访问 vy 时 ， 置 LOWLINK(v) 为 bv 的 DFS 数 。 

2. — fair (v, w) 已 被 检验 ， 则 衫 LOWLINK(V) 为 其 当前 值 与 好 的 PES 数 二 

者 中 的 最 小 值 ， 
3.MR-KRERM CV, w) RER, KAwHokH—-+RRBA P, WRLOWLIN 
开 (2) 为 其 当前 值 与 妃 的 DYS 数 二 者 中 的 最 小 值 。 

1. 当 搜索 在 z 的 一 个 儿子 被 完全 扫 斤 后 返回 到 >, 则 置 LOWLIUNKE(v) 为 其 当前 倩 与 LO- 
WLINK(S (8 rb gj i jMH 

为 了 实现 第 三 步 ,我 们 需要 一 次 测试 , 用 米 检查 如 是 否 与 9 在 同一 强 连通 片 中 。 为 此 ,我 
们 用 数组 STACK1 米 确定 1 的 哪个 顶点 能 按 PES 中 被 访问 的 顺序 加 到 STACK1 中 . STAC- 
开 1 也 用 米 确 定 硕 点 是 否 属于 一 个 强 连 通 片 。 

今 v 为 DFS 期 疗 的 第 一 个 顶点 ， 且 有 LOWLINK(V):=v。 那 入 由 定 M. ot A, oft 
一 个 根 ， 事 实 上 ?就 是 r BH, MSTACKI RD LY RAR Ae TUR EUER JR F 
GWE, AGAR. RA RATURMSTACKIP HS. XXE DU 
与 在 图 G' 上 进行 的 方法 相同 ， 其 中 图 G' RBEMNGHHAG HAW BD. 

至 于 在 LOWDLINK 计 算 中 第 三 步 的 实现 , 令 VE2,，(p， 马 ) 为 检验 bv 的 关联 边 时 通 到 的 
RAL. Bi 九 不 与 2 在 同一 个 强 固 通 片 中 。 那 么 刀 就 属于 一 个 根 思 为 7 的 左 顶 点 (观察 
2a, p462) 的 强 连通 片 G;。 这 一 连通 片 的 顶点 也 许 已 被 识别 过 ， 因而 也 就 不 在 STACK1 
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Hy, BH, wav PRE, CA RLDOXRUTESTACK H, 
Puede AREER PR, PER AHR RII, R14. 
是 包含 了 计算 LOWIJLINK 信 与 识别 相 异 强 连 通 片 的 顶点 所 要 的 相应 步 又。 在 这 个 算法 中 ， 
我 们 使 用 一 个 数组 POINT。 开 始 时 对 于 每 一 顶点 D，POINT(2 一 0， 以 此 表示 数组 STA~ 
CKI 中 没有 顶点 ， 当 ?2 提 到 STACK1 时 ， 置 POINT 为 1 ,而 是 当 2 从 STACK HR kH, E 
POINTY 0, 
算法 14.7 强 连 通 性 
S51.G 为 给 定 有 向 图 。 对 G 中 每 -- 顶 点 v， 置 MARK(V)=0,， FATHER(Y)=0, HPO- 
INT(v)—0, Ri=1, STACKI= Ø 
S2.5£— Ar, RMARK(r)—0, X 
DFN(0-i, 
LOWLINK(7)—1, 
MARK(7)— 1, 
jgErhi ASTACK1, *«*POINT(r)-- Uo, 
S3. WAR ASHER Iuda doy TRE”, BARNS. GM, XC — RR 
dun "edm Hey, w), PEREA TRR”, HHS, 
S4. tim TRR, RES, 
1.WEMARK(w)=0, € 
i-i, 
DFN(w) i, 
LOWLINK (12) — i, 
FATHER(w)=», 
MARK(w)-=1, 
#wiy ABJSTACK, 3 POINT(w)=1fiv=w, 


POINT(w)=1, HAR 
LOWLINK(v) -min(LOWLINK(v), DFN(w)} 
S5 wm RLOWLINK(v) = DFN(v), RZMASTACK1 RUSH AAR HATE. 
KM RHR TRH ORG, V TFASTACKITEXARUEDÉE DAs, EPOINT(x)=0 

Se 如果 FATHER{V) 二 0， 则 转 到 S7; AW, B 

1.LOWLINK(PATHER(v)) = 

min(LOWLINK(FATHER(v), LOWLINK(v)}, 

2.0: FATHER(v), 
She BSS, 
ST ”如果 对 于 每 一 项 点 允 ，MARK(Y):=1， 则 转 到 S8， 咨 则 转 S2。 
S8 (MARISA RE RABI. ) BDL, BT C 
KF ERAN A, WELT 
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Sa) 109 


olde? WRT. LOWLINK MISH, HUEXLEO (3, 4, 5), (6, 7, 8, 9, 
W}, (2) B6 n IL 32, Blo 


14.5 ”程序 图 的 简化 

程序 图 就 是 -个 只 右 特 殊 顶 点 SHAG, ETA s 到 台 的 每 个 其 它 顶 点 都 有 一 条 
HERE BEZ, GHETEA EA 5 出 发 可 到 达 的 。 顶 点 称 为 妇 HERR, R 
们 概 定 在 程序 图 中 没有 平行 边 。 这 个 假定 就 本 章 所 涉及 的 讨论 来 说 不 失 一 般 性 ， 

个 计算 机 程序 中 的 控制 流 可 用 程序 图 来 窗 拟 ， 程 序 轩 中 的 每 个 顶点 代表 -- 个 可 以 蚌 
序 执行 的 指令 抉 。 在 研究 有 关 编 码 优化 的 问题 由， 计算机 程序 将 这 种 法 示 被 证 明 是 非 党 
用 的 。 

为 了 许多 编码 优化 方法 的 运用 ， 芷 程 岩 回 就 必须 有 一 种 叫做 可 约 性 的 特 丈 性 质 。 KX 
RK[14.21]8]i 14.29], 

一 个 程序 盟 G 的 可 约 性 用 下 面 两 个 在 G 工 的 变换 米 定 义 ， 

S, HRGHMAM (CY, v). 

S, NA}, wkw E R, Bas s, WMA Rw, X Opti R 
Cw, x), BUR (v, x) 原先 不 在 G， 那 么 就 增加 一 条 新 边 【2，2 ) 。《( 这 个 变换 被 称 
ABD Sw FELT SS v PD 

倘 如 ， 在 岗 14.18(G) 所 示 的 程序 轿 中 ， 把 顶点 5 压 人 顶点 4 路 ， 就 导致 了 图 14.18(B) 
Bran E. 

如 果 一 个 程序 图 能 够 重复 应 用 变换 8 和 S, 来 变换 成 只 包含 顶点 8 的 一 个 图 ， 这 个 程序 
图 就 是 可 约 的 ， 

例如 ， 图 14.18(9) 中 的 图 是 可 约 的 。 可 以 验证 ， 若 按 顺 序 5,8，4，3，10， 9, 7, 6 
2 来 压 纺 项 点 ， 这 个 图 就 可 被 约 简 。 

Cocle 在 文献 [14.22] 和 Aben 在 文献 -14.27j 中 最 时 所 出 可 约 性 这 一 概念 的 ， 他 们 是 
用 刻 请 区 问 分 枉 这 拌 一 个 技术 语 来 定义 的 。 上 画 所 给 将 定义 起 内 于 Hecnt 和 Ulman 的 文 喜 
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[14.30], #8 HCockeflAllen hye Y s ffr. 

如 果 一 个 图 是 可 约 的， 那么 可 以 证 明 ， 由 必 通 过 一 — TIS,I BAY 
任何 图 G' 也 是 可 约 的 。 所 以 ， 应 用 变换 的 次 序 对 检验 可 约 性 没有 影响 ， 进 而, AE Ee onm 
“go-to-less” 的 有 趣 程 序 所 产生 的 图 必须 是 可 约 简 药 〈《 见 文献 [14.30] ) ， 并 且 多 数 程 序 
利用 “节点 分裂 ” Bum cM ^P BY 24 9 EQ SET (C 见 文 献 [14,31] ) 。 


图 14.18 (ao0—4H 5 M RFIBG, HICHPTIIMERS PH; CoDIEGIEIBBLA SHEANA 4 
fé BEBO EL. 


^OBERITBENIK—TEBIR ETE, R-HRARRAMNERS WAAR, RO 
再 计数 指向 每 一 个 项 点 的 关联 边 数 来 完成 、 其 次 ， 我 们 可 以 找到 一 个 顶点 也 ， 其 中 只 有 一 
条 关联 边 (2， 妈 ) 指向 由， 并 应 用 变换 8:， 把 妈 压 人 ?2 中。 然后 我 们 重复 这 -- XE, E 
到 该 图 完全 被 约 简 或 者 发 现 它 是 不 可 再 约 简 时 为 止 。 很 显然 ，S: 的 每 次 应 用 都 需 Om) 时 
河 ， 这 里 多 为 局 的 顶点 数 ， 并 且 每 次 将 顶点 数 减 1。 从 而 这 一 算法 的 复杂 性 是 O(n?)。 
Hoperoft 积 Uliman[14.32] 中 把 这 个 算法 改进 到 OCmlogm)， 这 里 r 为 G 的 边 数 ， 接 首 
Tanjan 在 文献 [14.33]、[14.34] 中 又 给 出 了 一 个 算法 ， 这 个 算法 比 Hoperoft 和 Uhmamn 的 
算法 更 为 实用 。 

Hecht 和 Ullman 在 文献 [14.30]、[14.35] 中 给 出 
ee 其 中 之 一 由 如 下 定理 
形式 给 出 。 

| 定理 14.10 PEE Oe G 
AER ZH], 1 ELOLSDI EXER EU US STU w+ s, 
不 存在 从 s XO ARRP RUM s 计 y 纪 的 有 向 BEP, 
以 及 不 存在 包含 利 包 的 有 向 回路 C， 从 pC P, 
卫 :没有 共 问 边 担 只 有 一 个 共同 顶点 ( 见 图 14.19 ) .. C] 

图 14.19 一 个 基本 的 不 可 的 简 图 在 文献 [14,38j 和 和 [14.36j] 中 可 以 找到 上 面 定理 的 

wH. 
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本 节 ， 我 们 讨论 检测 一 个 程序 图 的 可 约 性 的 Tarjan Bik, RPBRE 用 到 DFS, 3 
及 以 可 约 简 程序 习 的 一 个 针 征 为 根据 的 ， 其 中 的 这 个 特殊 将 用 定理 14.10 来 证 明 . 这 里 ， 
我 们 的 讨论 是 以 文献 [14.33] 为 基础 的 。 

令 台 足 起 始 项 点 为 s 的 -个 程序 图， 了 是 以 S 为 根 的 GG 的 一 棵 DFS 树 。 今 后 ， 我 们 将 
由 它们 的 深 虚 优先 数 米 表示 顶点 。 

定理 14.11 GG 是 可 约 简 的 ， 当 入 仅 当 G 不 包 会 从 s 到 某 个 原点 的 有 向 路 径 P, A 
而 2 在 T 中 是 忆 的 某 个 其 它 顶 点 的 正常 前 代 顶 点 

证 明 

假设 G 是 不 可 约 的 ， 卷 么 存在 满足 定理 14.10 条 件 和 的 顶点 2 和 也 ， 有 疝 通路 忆 ,、 卫 ;和 
ARC. 假定 0<W。 令 CC 为 C 中 从 到 也 的 部 分 。 那 么 Cl 包含 2 和 志 的 菜 个 公共 前 代 页 
AC. AK, RAAP ACHA wA ue BDA He RE EAE. 

ERI, 假设 存在 -- 条 满足 定理 条 忻 的 有 向 路 径 P。 然 后 令 妇 为 户 中 的 第 一 个 顶点 ， 它 
是 王 中 较 前 的 某 个 顶点 的 一 个 正常 前 代 顶 点 。 假 设 好 是 呈 中 也 的 第 一 个 后 继 顶 点 。 令 PP， 
HATRA SHARI, PAPERA s 到 也 的 部 分 。 同 时 令 C 为 有 疝 回 路 ， 这 条 mm 
HRT PP hws RAURA o Dw HHUA. KERNER, v, w, P,, 
PLACRA SH. 108948 fF. FU, GARE RT EUR. 器 

对 于 任 一 顶点 如， 邻 HIGHPT1(v5) 为 2 的 最 高 编号 的 正常 前 代 ， 从 而 存在 一 条 从 到 
HIGHPTI(v) 的 有 向 通路 P， 并 且 忆 不 包含 必 中 除 HIGHPT1(C2) 之 外 的 其 它 正常 前 do. 
如 果 不 存在 从 名 到 台 的 一 个 正常 前 代 的 有 向 上 路径。 我 们 则 定义 HIGHPT1CV) 一 0。 Æ Bi, 
在 图 14.18( 4 ) 的 括号 中 ， 我 们 给 出 了 相应 顶点 的 HIGHPTI 信 ， 

注意 在 HIGHPT1CV) 的 计算 中 ， 我 们 可 能 忽略 前 向 边 ， 这 基因 为 ， 如 果 忆 是 从 必 到 嘱 
H RAMAR, APREA o PRT o 和 多 以 外 的 前 代 顶 点 ， 我 们 就 有 可 能 用 树 边 组 
成 的 路 答 或 它 的 一 部 分 来 代替 PP 的 每 条 前 向 边 ， 并 且 仍 有 ~- 条 从 到 志 的 有 向 路 么 ， 此 足 
径 除 名 和 和 也 外 不 包含 的 前 代 顶 点 。 

Tarjan 算 法 是 以 程序 图 前 下 列 特 征 为 依据 的 。 

定理 14.12 GETAH, "BO XCRÁPYE RAHM OM KRW u, v), B 
w«HIGHPTi(p)p v, REWE uY HR RBS BARRA. 

证 明 TEMPE i 

BEGERTHAR, MARE EM., FEAA sae Ky, Eh 
UNPHETEEDAN-TERARDA, AARTE PL &ulsPipvigis—^ 
BERK, MAP wE. Bk v DAPRESNSUH DOOR TOR v KERTA. Gu, 
Pop Aw Bl v $82 E& v DAP B o MER RR. :所 以 HIGHPT) (w) zv, Bj 此 ， 
w, KIGHPT ] (w) APA MB [5] e BG 32 ,都 满足 定理 的 条 件 。 

RZ, Re E TUR) ERI RAAU, v OBL E 80 XL, ER E CHR F utn 
TK B5 CHUA wEV, HUE —vz HIGHPTI(v), ISl (v, v ERE Aii 
MD, MHR-RVUUW, OPLA-& 从 2 到 HIGHPTI1(2) 的 有 向 路 径 ， 其 中 这 条 路 各 
除了 HIGHEPTI(Z) 以 外 不 再 通过 么 的 正常 前 代 顶 点 。 那 么 包含 从 SD RITE A ey A 
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(u, v) ERP AMR ARAL LIE. ID, GERRAN. J 
TRAE, ML RRS RRM -TAG 的 可 多 性 ， 包 括 下 面 几 个 主要 步 苞 : 


AUR GAY DE s, s X BT. 


2.3 P Gi fé TR v. TPEEHIGHPTICo), 

3 在 HIGHPTI 的 计算 过 程 中 ， 对 于 交 义 边 ， 检 验 定 理 14.12 的 条 件 。 

4. 在 计算 HIGHPTI 之 后 ， 对 于 前 向 边 ， 检 验 定理 14.12 的 条 件 。 

注意 ， 如 前 所 网 ， 在 计算 HIGHPTI 过 程 中 ， 可 以 忽略 前 向 边 ， 进 而 ， 下 如 证 明定 理 
14.12 时 所 看 到 的 那样 ， 失 验 定 理 14.12 的 条 性 不 带 要 检测 后 窗 边 。 

为 了 计算 HIEGTHEPT1 值 ， 首 先 将 边 【 仅 VIRUS. RARER E 


个 队列 


bow 


2 RE v ANOS Ab i. 开始 时 ， 所 有 顶点 都 未 标 
记 。 为 了 处 理 后 向 边 (Ww? )， 对 于 每 个 当前 未 标记 
的 顶点 2 FRITA u Bo 的 树 路 径 生 上 作 标 记 。( 我 们 不 
对 2 本身 作 标记 。 ) 旭 果 一 个 顶点 志 作 标记 耳 ， 那 么 就 
et ole ie ind CZ, w) 是 这 样 一 
象 交 叉 进 ( 见 图 14.20 ) ， 对 寺 每 个 来 栎 记 的 mu. 4 
(RAZ 到 AE I] ppc. HR eR 
的 一 个 后 继 顶 点 ,地 各 根据 定理 14.12, 人 就 是 不 可 约 的 ， 
并 月 计算 何止 :我 们 继续 作 标记 ,直到 用 完 指 向 已 标 横 点 
的 交叉 边 为 止 ; 热 后 我 们 再 处 理 后 - 个 下 向 按 。 当 所 布 后 


! 向 边 都 已 处 理 过 了 ， 标 记 也 就 给 出 了 顶点 前 HICH TY 

Mw 值 ， 每 个 未 标 顶 点 的 HIGHPTI 值 等 于 0 。 

"Eu at -现在 我 们 案 撤 述 检测 可 约 性 的 Tarjan 算 ET 
T Bob, AER TOMY n AREA, BBO 


piawai BUCKET ( w) ARR, RH ouXx I ms 


ia (u, w). FAB RA (u, wi, RNR R — BHA, PERROS 
经 过 有 向 路 径 就 可 到 达 世 。 为 此 ， 使 用 集合 CHECEK， 
算法 14.8 BAHT AE ( Tarjan ) 


1.5: £e i BUS EE GY IK DES, Ei DES MRA. TU 的 编号 对 


GRUB u, vU, 


S2.*P T i-i, 2, —, n, W 


HIGHPTI(i)— 0, 
BUCKET(i)- 36, 


S5.ig 6G an (Cu, w) m SIBUCKETQbym, 

S4. Éwen—1, 

S5. RNBUCKETCUJRER Ef. dn Ex. MEAS: A MRBS7, 
S6.fw—iw-—1, ww, WEES THE, BS, 

S7. ( Ab EE i RE LER: ) A BUCKET(w) rp d eL (x, w), # 
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#CHECK — {2}, 

S8 .检测 CHECK RAZA., de dest (RG Abe), MSS 
则 ， 转 到 S9， 

S9. J. CHECK t 38 du, 

S10, BILE Ul — SHEDUR. METRO, MW BS, BM, & 
到 S17, 

S11. 检 测 是 容 4= 二 也， 如 果 是 ， 则 转 到 38， 和 否则 ， 转 到 S12。 

S12 .检测 是 否 HIGHPTI1(W):=0。 如 果 是 ， 则 转 到 S313， 否 则 ， 转 到 S15。 

S13. *IHIGHPTI1(u)— w. 

SU MEH Pe (Cv, u), dE v JDSICHECR H. 

S15. u —-FATHER(u), $3521, 

S16. 对 于 每 一 条 前 向 边 (z， v), A RuSHIGHPT1(u) ( 这 个 峰 是 可 约 的 ) I 

PRIME NE SUM 

S1 .停机 。 这 个 图 是 不 可 约 的 。 iJ 

注意 ， 算 法 14.8 的 S10 SORÉEGRSUE 4D Ede 5 -TRAU RARA. © 
ND) Tip Ou ERMAR BERR WER, n Rf — 4 Jj BEDS YY 
u<w<u+ND(u) ( 9614.3). ADSM, RAR LAM ei FE NDC), 

算法 14.8 的 有 效 性 关键 取 央 于 HIGHPT ARE. PT 使 HIGHPTI 计算 是 有 
效 的 ， 在 算法 14.8 中 ， 我 们 构 这 免检 验 已 标记 过 的 顶点 。Tarjan 狠 供 了 实现 这 - -点 的 一 个 
方法 。 下 面 的 观察 形成 了 这 一 过 程 的 基础 ， 

候 设 进行 到 St2， 我 们 正在 检验 一 顶点 & 的 标记 。 在 这 个 阶段 ， 令 2z' 为 忒 的 最 高 未 标 
记 的 正常 前 代 人 顶点。 这 就 意 球 着 除了 We HHA ERMA ER 标记 , 这 些 顶 
点 在 正中 处 于 他 与 外 之 间 。 从 耐 妈 是 下 一 个 要 检验 的 顶点 。 进 而 , 当 公 已 被 标记 时 ， 所 有 项 
AAR a PER RARE SARE Ae! 作为 最 高 未 慰 记 的 正常 前 代 项 点 。 

”为 了 实现 从 土 适 观察 得 出 的 方法 ， 我 们 将 使 用 编号 从 1 到 % 的 集合 ， 妨 果 2 是 忆 的 纺 
导 最 高 未 标记 的 正常 前 代 顶 点 ， 那 么 -个 顶点 也 并 就 放 在 编号 为 六 的 集合 中 ， 齐 
SBT(z)。 因 为 硕 点 永远 不 会 被 标记 ， 所 以 每 个 顶点 总 是 在 一 个 集合 中 。 开始 时 ， 一 个 
顶点 是 在 下 中 编号 为 它 父亲 的 集合 中 。 因 此 ， 开 始 时 ， 对 于 一 2，3，…， n, Eimi 
SET(FATHER(i))m, 

为 了 进行 S15， 我 们 找 出 了 编号 为 #&' 的 包含 & 的 集合 ， 并 令 其 为 新 的 zx。 进 而 ， 当 芷 被 
标记 时 ， 我 们 将 编导 为 & 和 4: 的 党 合 合并 以 形成 一 个 新 编号 为 &' HRA. Mite’ MRAM 
来 集合 SETKw) 中 所 有 顶点 的 未 标记 正当 前 代 顶 点 的 最 高 编号 . 

现在 可 见 ， 用 下 面 一 系列 步 观 来 代替 算 法 14.8 的 812 到 S15， 就 会 实 现 上 面 措 述 的 方 
法 。 当 然 ， 如 前 所 述 ，SETs 要 进行 初始 化 。 

$12’. Hu’ 一 包含 + 的 集合 编号 。 

S13' ， @WAAHIGHPT1(u)=0, MRE, MFRS’, BH, HASE. 

Su. X 


ol 
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].HIGHPT1(«)—0, #IL 
2.SET(u' )=SET(u) USET(u'! ), 
$15’. 对 于 每 一 条 交叉 边 (2 u), piv SICHECK B, 
S16'， Husu’, HASI. 
可 以 证 明 : 3m EBPEROEBOHUIGHPTI E, FROM) RAS ATE, O+ RRIT", 
Om n) SB ais. MER 们 使 H Fischer 在 文献 [14.37] 和 Hopcroft 
Ullman 在 文献 [14.38] 中 所 描述 的 算法 来 完成 不 相交 集合 的 并 和 812' ， 那 么 从 Tarian 在 
文献 [14.39] 所 给 的 分 析 中 得 出 可 约 简 算法 的 复杂 件 为 OCma(?,m)), Balm, n BK 
很 慢 的 函数 ， 它 与 Ackermann 范 数 4(D,q) 的 反 函 数 有 关 ， 并 定义 如 下 ， 
atm, n)=min{z>1|Acz,4[m/n]) logn} 


Ackermann A & gp us X oy 
a, q—-0HP-I 
A(p,q)= 14.4 
yeu | 2 PRIH4-1 Cla) 


EE: Ackerman RE—-TMKRAHRR, PARRA. AG, DEARER. 
FEUER: WPM 0 Hlog.n«cA(3,4), HbaCom,n)s3. Lqidisijifecus4 
法 在 文献 -14.40] 和 [14.41] 中 也 有 描述 . 

算法 14.3 是 非 结 构 性 的 ， 即 它 没有 给 出 一 个 用 来 压缩 项 点 从 市 简 化 一 个 可 约 的 图 的 顺 
序 。 然 而 ， 如 我 们 所 要 看 到 的 那样 ， 随 着 算法 的 展开 ， 这 种 信息 是 很 容易 得 到 的 。 

在 DFS 期 间 ， 我 们 对 各 页 点 按 从 到 1 的 顺序 来 配 一 个 称 光 SNUNMBER 的 数 ， 并 按照 
这 个 顺序 完成 对 每 个 顶点 的 扫描 。 事实 上 ， 这 与 算法 14.5 前 数组 SCAN 中 相应 元 素 置 值 为 
1 的 顺序 相同 。 可 以 很 容易 地 证 明 ; 

1. (0,w ) bth, SEA4SNUMBER(v)«SNUMBER(w), 

2.9 (v,w) EX. Xi, iASNUMBER(v)«SNUMBER(»), 

3.9% (v,w) 是 后 向 边 ， 那 么 SNUMBER(v) 2SNUMBER(v), 

4.0% vw) AE. IASNUMBER(Y)<SNUMBER(w), 

举例 ， 在 图 14.21 中 我 们 在 括号 中 表示 了 图 14.8( a ) 所 示 图 船 相应 顶点 的 SNUMBER 
X. 

假设 我 们 应 用 可 约 性 算法 ， 并 且 每 次 标记 顶点 2 时， 我 们 都 把 它 与 序 对 ( HIGHPT1 
(v), SNUMBER(v)) 联系 起 来 。 当 算法 完成 时 ， 我们 对 顶点 进行 排序 ， 并 使 得 标记 为 
(x1, 8. ) 的 一 个 顶点 出 现 ， 在 标记 为 (xz AA ZB, YERAY 2 Dex, 一 并 
Au. WAR Si MP RY ME. 注意， 一 个 未 标记 药 顶 点 2 是 与 序 对 ( o, 
SNUMBEK(t) ) 相对 应 的 . 

BURU, v. UQ “AVARR AGHA RMF. STHGH-TERM, HASH 
根 ， 用 定理 14.12 和 先前 所 描述 的 那些 SNUMBER MER, RRA BIER. Bi (M, v.) 
是 指 启 加 的 唯一 关联 边 。 假 没 我 们 把 Ze 压 人 uh, SG 为 导出 的 可 约 简 围 ， 并 令 卫 "从 了 
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YAM KU Cu, v.) 后 所 得 SAR. UN 
人 么 了 "显然 是 G' 的 一 个 DES 树 。 进 而 

1.G 的 一 条 交叉 边 或 者 什 么 也 不 对 
应 ， 或 者 对 应 于 G' 的 一 条 交叉 边 ， 或 者 
对 应 于 G' 的 前 向 边 。 

2.G 的 一 条 前 疝 边 或 者 什么 也 不 对 
应 ， 或 者 对 应 于 如 ' 的 一 条 前 向 边 . 

3.G 的 一 条 后 向 边 或 者 什么 也 不 对 
应 ， 或 者 对 应 于 G' 的 一 条 后 向 边 ， 

现在 可 以 证 明 ，G' 中 顶点 的 相关 
HIGHPTI 值 与 在 G 中 的 相同 。 这 点 对 于 
SNUMBER( HA, DE. vu. vu on 
WEG PAY. 重复 上 述 论 证 ， 
我 们 得 到 下 面 定理 。 

定理 14.13 NUR — ^4 BUY EG Es 
约 篇 的 ， 那 么 我 们 就 可 以 利用 变换 S$: ( 加 
或 应 用 S, ) EGR RMR EA GH 

PS 14.21 图 14.18C& OR] fH, HS XSSNUMBER(& 顶点 。 口 

例如 ， 从 图 14.18(4) 所 给 的 HIGHPT1 信 以 及 图 14.21 所 给 的 SNUMBER fÈ 都 可 以 证 
明 ， 对 于 效 14.18(Q) 所 示 的 图 JF X4. 5. 3. 8. 10. 9, 7. 6. 2— AR 
WU. 


RT 765] 90) 10 (6) 


14.6 程序 图 的 控 生 


令 G 是 以 8 为 起 始 顶点 的 程序 图 ,如果 G 中 ， 顶 点 z 在 每 条 从 s WHAM LE, W 
么 称 为 w 的 一 个 控 主 ， 并 记 为 DOM(w)。 如 果 v 是 如 的 一 个 控 主 ， 并 且 ww 的 每 个 其 它 控 
主 也 控制 %， 那 么 ?就 称 为 的 一 -个 直接 控 主 ， 并 记 为 IDOM(10)。 例 如 ， 在 图 14.22(0)8 
示 的 程序 轿 G 中 ， 焉 点 ! 是 顶点 9 HAERE. 

可 以 证 明 ， 一 个 程序 图 G =(V，E) ( 除了 起 始 现 点 8s 外) 有 唯一 的 直接 控 主 , MI 
{(IDOM(w), w) wEV {SHERLAR AM, Xx 棵 匀称 为 G 的 控 主 树 ， 并 使 得 
?控制 z， 当 且 仅 当 ? 是 控 主 树 中 了 的 一 个 正常 前 代 顶 点 。 如 果 台 代表 计算 条 稳 序 中 的 一 
个 控制 洲 ， 那 么 控 主 树 就 提供 了 何 种 代码 移动 是 安全 前 信息 。 图 14.22(Q) 中 程序 图 的 控 主 
树 ， 如 图 14.22(b) 所 示 。 

我 们 现在 推 时 一 个 求 程序 图 控 主 树 的 算法 ， 这 个 算法 是 由 Lengauer 和 Tarjan fr 文献 
[14.42] 申 提出 的 。 它 是 对 早期 Parjan 在 文献 [14.43] 中 提出 的 一 种 算法 的 更 为 简单 迅速 的 
改进 。 

令 G 为 一 程序 图 ， 其 起 始 顶 点 为 85， 令 Z 为 G 的 一 个 DFS 树 ， 下 面 我 们 用 DBS 数 米 识别 
G 的 顶点 、 进 而 ， 记 号 二 # 表 示 了 YX 是 TY 中 的 一 个 前 代 A, MOURA T UT S 
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x4 Hx*3, KO URRT LETH YRR. 
PROTA RE SRR. 23|3814.048 E E GE PELA. 289 i up P kL 
利用 这 一 结果 ， 可 以 证 叫 引 理 14.17。 


[^ 


图 14.22 (93 一 个 程序 图 ; DORNER. 
2914.6 ”如 录 2 和 是 G 的 顶点 ， 并 满 是 2<<ww， 那 么 任何 从 2 到 包 航 有 向 路 从 在 中 
必然 包含 2 和 钙 的 一 个 公共 前 代 项 点 ， 口 
2814.7. Swes, vow, RP JAsSBIwIE— RAM, ocu PR BUR DE 点 ， 
ERRI, Ay Pb A AAPA, HEE Ro yw, fü Qux = pw， 
v, Vo c. De TYP Maw yO MM, MAME cick], div. i 
PARAM fg TUR ST EX, 
SDOM(w)=min{v pilsi«k-—1, FE-RAMBRV=V,, V Vr e, 
vow, IBY >w} 
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SDOM (we Aw 的 学 控 主 ， 从 上 述 的 定义 很 容易 得 到 
SDOM(w)«w (14.5) 
1rpgi4.22(a)m, Se Wd x4 ERAT- a al oe 每 个 顶点 的 
半 控 主 表 示 在 该 顶点 旁边 的 括号 中 ， 
作为 第 一 步 ，Lengauer 和 Tarjan 算法 臣 计 算 所 有 顶点 的 半 控 主 ， 然 后 用 这 些 半 控 汪 
来 计算 这 些 顶 点 的 直接 控 主 。 
下 面 的 定理 提供 了 计算 半 控 主 的 一 种 方法 ， 
定理 14. 14 对 于 伍 … 顶 点 包 关 5,， 
SDOM(1)-min ( {w Kv, wy CE, Rv«w) U(SDOM(x)| 
wow, HEE- RUV, w) 


uv) ( 14.6) 
证 明 
PrEP (14.6) 的 右边 。 利 用 半 控 主 前 定义 可 以 证 明 ，SDOMKz) 近 x。 
AT WERSDOMiw)z2a%, Sy=SDOM(w), HSy=v,, Vou --, =w Y — 818 


X HHF1<i<k—1, Wee >w, WRk=1, MA (gy, w)CE, Bo (14.5) BYL 
w, it, SDOM(Qw)- yo. Borkl. 45 HERE jm 1A, ;成 立 的 最 小 数 。 因 为 
k 一 1 是 j 的 一 个 候选 者 ， 所 以 这 样 的 1 存在， 现存 我 们 断言 对 1<i<j 一 1， 有 2 >。 

BORE, MFEAISi<j-1, Av,<v;, PARIS, HAEl aij H v 
最 小 者 。 然 后 由 引 理 14.6， 有 幼 王 切 ， 这 与 规 选 取 相 了 矛盾。 这 就 证 明了 断言 ， 

Brad TSDOM(w)=y>SDOM(v,), 由 于 ww, vj 9a. HO uw) CE, 
Mt (14.6) BHSDOM(Y,) >, BFELSDOM(Qw) =x, B Wibk-1xXkol, RH 
#ASDOM(w) >x, KRENT EM, E 
现在 我 们 要 求 寻找 一 种 从 半 控 主 来 计算 直接 控 主 前 方法 . 为 了 这 个 款 ， 我 们 如 下 
进行 。 i 

下 面 三 个 引 理 很 容易 证 明 。 引 理 14.9 的 证 明 要 用 引 理 14.6， 

3114.8 对 于 尾 一 顶 上 wes, IDOM(w)>w, 

3814.9 xLT4E—JTURw-s, 4v=SDOM(w), Wew, 

8214.10 WEH—WAwss, +v=SDOM(w), MIDOM(w) 40, 

引 理 14.11 Ske, wii vow. WARE v IDOM) 

sk # IDOM(w) 5IDOM(v) 

证 明 

令 X 为 IDOMGD) 的 全 一 下 常 后 继 顶 点 ，IDOM(2) 也 是 b 的 一 个 正常 前 RR, WA 
存在 一 条 从 8 到 的 、 不 包含 XT 的 有 向 路 征 。 表 过 连 颖 这 条 路 径 与 人 中 从 乡 到 也 的 通路 
我 们 就 得 到 一 条 从 s 到 蕊 的 ， 不 但 盒 廊 的 有 向 通 路 。 从 询 IDOM(20) 必 须 或 者 是 5 的 一 个 
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ATEN S RADOM(GOR— 4 MUS IUS. 

利用 前 面 的 引 理 ， 我 们 接着 来 证 明天 个 结果 ， 从 而 提供 - -种 从 半 控 主 米 计算 直接 控 主 
的 方法 ， 

定理 14.5 Swes, v=SDOM(w), 假设 每 一 个 使 2 Su wi ee ewe 
SDOM(w)2=SDOM(w), BRAINOM(w) =v, 

证 明 

由 引 理 14.10,IDOM (tn) 一 2， 因 此， 要 证 切 TDOM(zo) =m。 只 要 证 明 > 控制 z RE 
T. | 

A18 MVA WH E— IR RESP, SURREY 的 最 后 一 个 顶点 ， 如 果 不 存 
在 这 样 的 x， 那么 =s 就 控 创 思 ， 和 否则， 令 y 为 该 路 径 上 ， 继 x 之 后 而 满足 0 一 y=40 的 第 一 
AME. &Q. Xov, vs Un =n Vu V APH MAD REIR. WAHE., K 
Jixixk-i, dv». XE LES, MHESDOM(Q)«rcy-SDOM(GD, Bi 
MSDOM(y)<SDOM(w), 


根据 定理 的 假设 ， 对 于 每- -个 满足 zz2 wie, ASDOM(u)=SDOM(w), itt. 
y 就 不 可 能 是 z 的 一 个 正常 后 继 顶点 。 因 为 g 满 足 yw, LURAY —v, HEP E, 
因为 也 的 选择 是 尾 意 的 ， 所 以 z 支 配 tp。 G 

定理 14.16 ws, He=SDOM(w), 4uwxgB—^lER HTE, SDOMU)E 
WE vu way BA Dauh BLAN dE. WA SDOM(u)<SDOM(w) H IDOMGO = 
IDOM(Qw), 

证 明 

43i o- zo tp 成 立 的 顶点， 那么 SDOM(zJ) «SDOM() <v=SDOM(w), 

由 引 理 14.10，LDOMK2) 是 2 的 - -个 前 代 顶 点 ， 并 旦 还 是 忒 的 一 个 正常 前 代 顶 点 。 因 
此 ， 由 引 理 14.11， 有 IDOM(zo) IDOMCz)， Xf XEWIDOMQO - IDOM ws) , RE 
DIDOM (te) #2 ah wees Y . 

考 庶 从 Ss 到 也 的 任 一 路 径 P， 令 x 为 P 中 满足 XxcIDOMQONEI 一 个 顶点 。 如 果 不 存 


在 这 桩 的 x*， 那 和 DOM(w) =s 就 控制 支配 妇 。 今 # 为 P 中 继 X 之 后 满足 IDOM(u)>y>w 
的 第 一 个 顶点 。 就 象 在 定理 14.15 的 证 明 中 时 样 ， 我 们 可 以 利用 引 理 14.7 来 证 明 SPOM({y} 
«x, ARRAIL., 4G1DOM(u)«SDOM(u), Br bLIE FTESDOM(G) «xIDOM 
(4) <SDOM(u), Bilt, SDOM(y)<SDOM(z), 

因为 在 从 2 到 忆 的 树 路 径 上 的 顶点 之 吊 ，4#4 有 : -最 小 半 控 主 ， 所 以 3# 订 可 能 是 2 的 一 个 正 
常 后 继 顶 点 。 进 而 ，31 也 不 可 能 同 是 LDOMI(z) 的 正常 后 继 顶 点 ， 又 是 4 的 前 代 顶 点 。 oF 
真是 这 样 铺 况 ， 一 条 他 含 由 3 到 SDOM{( 幻 树 路 径 的 有 向 路 径 ， 对 于 I<i<K 一 1， 先 接 在 满 
LU Syk ke BSDOM(y) =V, v, Va, cvy ZH, RRBREMGE UME 
所 组 成 的 有 向 通 覆 之 前 ， 但 应 避 开 IDOM{&)， 和 但 是 没有 从 5 到 4 的 路 径 避 开 了 1DOM(44)。 
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烈 下 的 唯一 可 能 性 就 是 IDOM(u) =2#， 从 而 IDOM(z) 在 从 到 也 的 有 向 路 径 卫 上 办 
为 卫 的 选择 是 任意 的 ， 折 以 IDOM(w) 控 制 妈 . L3 
下 面 的 主要 结论 是 定理 14.15 和 14,16 的 一 个 家 接 结 果 。 
定理 14.17 ws, Hv=SDOM(w), 4wXs—^ A, HTE, SDOM(4W) 是 满 
o^ u^ wit Bit Roe ERU, WA 
v, ZISDOM(u) =SDOM(w) 
DOM), RÈ 口 
现在 我 们 准备 来 描述 Lengauer 和 Tarjan 的 控 主 算法 。 下 面 就 是 这 个 算法 的 主要 
is 
算法 14.9 控 主 (Lengauer 和 Tarian) 
S1. 对 给 定 航 以 起 始 顶 点 为 很 的 程序 图 G (V, EXER —KDFS, 
S$2. 应 用 定理 14.14 米 计算 所 有 顶点 的 半 控 主 。 一 个 项 点 一 个 顶点 地 按照 它们 DES 数 的 
递减 顺序 进行 计算 ， 
8S5 ,利用 定 天 14.17， 就 修 含 地 定义 了 每 个 顶点 的 直接 控 主 ， 
S4. 明 显 地 定义 每 个 项 点 的 直接 控 译 ， 按 它们 的 DEFS 数 的 递增 顺序 逐个 项 点 进行 
计算 。 口 
S: 步 的 实现 是 很 简单 的 。 下 面 我 们 用 S1 步 中 所 分 配 的 DFS 数 来 表示 顶点 ， 
EWES, SASEN, RNI A T 数组 FATHER(14.3 节 所 定义 的 )、SEMI. 
BUCKET 和 和 DOM， 其 定义 如 下 ， 
SEMI(w) 
1. 看 计算 岂 的 半 控 主 前 ， 


DOM) =| 


SEMI(w} =w 
2. dE Yr Bway oe ES, 
SEM w) = SDOM(w) 
BUCKET(w) 这 是 一 个 项 点 集 含 ， 其 中 质点 的 半 控 宇 是 也 。 
DOM (w) 
1.532615, Wnipwütbb5iriEmNEBEE, BEDOM wR Ew BREE. S 
DOM(w) RE Srdivc wijIuUv, J3 Eo Ed x d wm Bit s. 
2.94258, DOM) 就 是 外 的 直接 控 宇 者 。 
在 进行 了 SI 步 后 ， 算 法 间 时 进行 S32 和 S3 步 ， 按 顶点 的 DFS 数 的 递 威 顺 序 来 处 理 顶 点 忆 
去 1。 在 计算 过 程 中 ， 算 法 保持 了 一 个 G 的 DFS 树 中 所 含有 的 林 。 这 个 林 是 由 顶点 集 V 和 边 
SE((FATHER(w), w) | 顶点 志 已 被 公理 } 组 成 。 这 个 算法 使 用 一 个 方法 来 建立 这 个 宁 , 并 
且 使 用 另 一 个 方法 从 中 抽取 信息 。 这 些 过 程 是 ， l 
LINK(», w) Uw, w) NDA, 
EVAL(v) 
1. A Co Men RES. XEAEVAL(v)-v, 
2 .否则 ， 令 ?7 为 包含 % 的 林 中 那个 树 的 根 , 和 并 令 # 为 一 个 顶点 ， 对 于 这 个 顶点 ，SEMI() 
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£z 
= 


ROE uO TAPAS, EAEVALGO)-u, 
为 了 处 理 一 个 顶点 了 bp， 这 个 算法 是 应 用 定理 14.14 来 计算 妈 的 半 控 证 的 。 从 而 这 个 算法 指 
定 了 。 
SEMI(w)—min(SEMI(EVAL(v)) Kv, w) ec E) 

在 计算 之 后 ， SEM (w) Rew Bx dub. RENEE 14.14 0 EVAL iy E Xf 
HRJ. i 

fESEM(w)it EE, Be MwMaBUCKENSEM (w), FEA LNK(FATHER 
《4&， 吧 ) 把 一 条 新 边 加 到 这 个 林 中 。 这 就 对 吧 完 成 了 S2 步 。 

然后 这 个 算法 通过 考虑 BUCRET(FATHERGw)) 中 的 得 个 顶点 来 进行 33 步 。 

SAREH- TEA. HABA URE BWR hee eRe, Su EVAL 
(v). AN A adl At FATHER(w) >u vil Ts. TBI d: AE ARR. Qu SEMI 
(u)=SEMIL(v), NEAFATHERQU)BJEUA)EOH: m S HARK Hox T DOM(Qv)—- 
FATHER(w), FW, wRleR-A IHE) ES. HARB JKDOMQD =u, 这 就 
VERTE, 

在 S4 步 中 ， 算法 检验 各 顶点 是 否 按 它们 的 DFS 数 的 递增 顺序 送行， 并 填 导 在 S3 步 中 没 

大 明显 计算 出 的 直接 控 主 。 从 而 S4 步 如 下 进行 ， 
WB hi=2, 8, e, 2, HURDOM(QG)ZSEMYG), BAH 
DOM(i)- DOM(DOM(i)) 

作为 控 主 算法 的 一 个 举例 说 明 ， 考 虑 图 14.22(0) 所 示 的 程序 图 。 恰 好 在 顶点 11 被 处 理 
之 前 ， 这 个 林 示 于 图 14.23(4) 中 。 在 这 个 阶段 的 SEMI 数组 的 值 表 未 在 相应 顶点 旁边 的 括 
号 网。 现在 我 们 来 处 理 项 点 11。 

边 (1，11 ) 和 {7，11) 是 指向 1 的 关联 边 。 所 以 

SEMI(11)—min(SEMI(EVAL(1)), SEMI(EVAL(7))} 

现在 了 EVAIL(I) 一 1， 这 是 因为 顶点 1 是 林 中 的 一 个 树 根 。 由 于 同样 原因 , EVAL (7)= 

7T, Aii 
SEMI(11)~min{SEMI(1), SEMI(T)) 
=min{i, 7} 
= 1 

现在 算法 就 把 边 (7，11 ) 加 到 林 中 ， 抒 顶点 11 加 到 BUCKET ( SEMI(11)) -BUCKET 
《1) 中 。 这 个 新 的 条 及 其 SEMI 数组 的 值 示 于 图 14.23(b) ,这 样 就 对 顶点 ii 完成 了 S2 步 ， 

算法 现在 考 虎 BUCKET ( FATHER(11) ) - =BUCKET(7). M413 是 半 控 主 等 于 7 
的 唯一 项 点 ，， 所 以 BHCRKET(7) 一 f13}， 现 在 EVAL(13) 一 11， 这 是 多 为 SEMI (11) X 
Wm w*is(p814.2300) ) 的 所 用 顶点 世 中 的 最 小 值 。 因 为 SEMIC13)+SEMI(21), 
算法 就 置 DOM(C13)=11。 这 样 就 对 顶点 11 完 成 了 S3 步 。 

在 对 每 个 顶点 加码 1 进行 32 和 和 S3 步 后 ， 所 有 项 点 的 半 控 主 都 是 可 求 得 的 ， 在 这 个 阶 
R. DOM R48 AFERE HT, 
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项 点 DOM 举 支 配 者 (SEMIEY T 点 | NOM | 举 支 配 者 (SEMI) 


e111) 
in2o 
On 
30 06 (6) 
isis num 
i546 
5e. {9390 110) 100 
12 (11) 130 
ot 
1220 ' :" 
(3130 i0}6 o 
8o , Ur ， 
(50 
19:90 110} 108 
550 
ii 92 (315 195% , 
[2] 
图 14.23 


对 于 每 个 顶点 we13,DOM(w)=SEMI(w), BREA, SF ER 顶点 13 以 外 的 所 有 项 点 ， 
IDOM(w)- DOM(2w)， 对 于 顶点 13， 我 们 计算 
DOM(13) - DOM ( DOM(13) ) 
= DOM(11) 
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z: j 

所 以 LDOMC13)=1。 这 就 完成 了 算法 的 S4， 并 且 得 到 示 于 图 14.22(D) 的 控 主 树 . 

很 显然 ， 上 述 算 法 的 复杂 性 关键 取决 于 LINK 和 EVAL 指 $ HH, Tarjan fe A 
[14.44] 中 讨论 了 使 用 路 径 压 缩 的 二 种 方法 ， 其 中 之 一 介绍 如 下 : 

为 了 表示 由 LINK 指 今 来 建立 起 的 林 ， 算 法 使 用 了 两 个 数组 ， ANCESTOR 和 工 AB- 
EL， 和 开始 时 ， 对 于 每 个 顶点 人 ， ANKESTOR(E)-0RLABEL(w)—v, —Ri, RAY 
iE R~ peti, ANCESTOR(2)=0, Ary, ANCESTOR(GO ERRE v Bos fem ax. 

算法 悍 持 顶点 的 标记 以 便 能 满足 下 面 的 性 质 。 令 为 任 一 项 点 ，? ARA vY 的 林 中 的 
WHR, JbAU— Du, Uno cs V— DS UFU. MF I<ick, 848, ANCESTOR 
(5)==D1_1。 令 和 为 这 样 一 个 顶点 ， 其 中 使 得 SEMICX) 为 WAC (GABEL(G,) Laisk} 
中 的 最 小 值 ， 那 么 我 们 有 如 下 的 性 质 。 

多 是 这 样 一 个 顶点， 其 中 使 得 SEMI(Y) 是 满足 

ri x ky 

EMA oer EH NAE. AT XEGTLINE (S, w), BRBAANCESTOR(wW) =v, A T3 
EVALGO, BRIA GIB, HIRET ÜXQU— Us, Ver, Y=, 从 而 对 
Fi<i<k, RANCESTOR(v)—90,,., düHv—r, PARLE EVAL) =v, Bi, X 
qixixk, BRERANCESTOR(Y,) 一 r， 同 时 按 下 法 对 顶点 更 新 标号 〔 保持 前 面 所 提 到 

如果 SEMI { LABEL(v,_,) ) «SEMI ( LABEL) ) , 

384 LABEL(v,) =LABEL(»,.,), 
KGW EEVAL(v) = LABEL(2), 

Tarijan 在 文献 [14.44] 中 已 经 证 明 ， 使 用 上 面 所 描述 的 方法 来 实现 (7%. 一 1 》 次 LINR 
m ( m-pn—1) 次 EVAL 的 复杂 性 为 OCrmlogm ) ， 如 果 我 和 们 使 用 更 复杂 的 LINK HEVAL 
指令 的 实现 方法 ， 这 在 文献 [14.44 中 有 所 描述 ， 那 么 算法 就 要 求 O (ma(m,n) ) 次 ， 这 
Ha(m,n) B ETIE X Ackermann gg 3 (f [sz RL, 

对 于 其 它 的 控 主 算法 ， 可 和 参 风 文献 [14.45] 和 [14.461]。 

14.7 进一步 阅读 

文献 [14.471、[14.48]，[14,40]、[14.49]j、f14.50j、[14.51]、f4.52]、 和 T14. 
53] 是 图 论 与 组 合算 法 中 一 些 很 好 的 参考 书 。 讨论 图 的 计算 视 表 示 和 的 省 种 为 法 ， 可 查阅 广 
BRLI4.40 PRIÜL 14. 41]. . 

本 书 讨 论 的 所 有 算法 的 运算 时 间 都 是 以 -个 图 的 顶点 数 和 边 数 的 某 个 多 项 式 为 上限 
的 ， 令 书 为 可 以 用 多 项 式 时 间 算 法 解 算 的 -` 类 问题 。 还 有 太 量 问题 被 认为 是 不 存在 已 知 多 
项 式 时 间 算 法 的 。 其 中 有 许多 可 以 通过 非 确 定性 算 法 用 多 项 式 时 间 来 解 算 ，NP 表 示 所 有 
这 类 问题 。 一 个 问题 是 NP- 难 度 的 ， 如 果 对 它 解 法 所 用 的 一 个 确定 性 的 多 珊 式 时 间 算 法 
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可 以 出 来 寻求 NP 类 中 每 个 问题 的 一 个 确定 性 的 多 项 式 时 间 算 法 。 在 NBP 类 中 一 个 NEP- 难 度 
问题 称 为 NP- 完全 问题 。 从 而 ， 加 内 对 NP- 完 全 类 中 的 任何 问题 找到 一 个 确定 性 的 多 项 
让 时 间 算 法 ， 那 么 这 样 的 算法 对 NP 类 中 的 每 个 问题 都 存 在。 在 Cook 的 -- 篇 首创 性 论 X 
L14.54] 中 ， 证 明了 可 满足 性 问题 是 NP- 完 全 的 。 Karp 在 文献 [14.55] 中 已 经 证 明 ， 有 有 大 
量 向 题 是 NP- 完 全 的 。Gerey 和 Johnson 在 文献 [14.56]] 与 Even 在 文献 [14.53] 中 给 出 了 
NB- 完 全 性 理论 的 一 个 精美 的 导 引 以 及 上 儿 个 图 论 问题 的 NP- 完 全 性 证 明 。 这 也 可 参 Wd ox 
献 [14,40]、[14,51] 和 [14.57 
在 不 少 文献 中 介绍 了 许多 有 趣 的 图 的 算法 ， 其 中 某 些 将 在 下 齐 末 尾 列 出 。 


14.1 


14.2 


14.3 


14.4 


14.5 


14.6 


14.7 


M.8 3 题 


有 向 图 G= CV, E) 的 一 个 传递 约 简 定义 为 .一 个 任意 图 B1/ = (V, BY), REG 具有 Ru 
能 少 的 边 ， 并 使 得 G ?的 传递 财 包 与 后 的 传递 网 包 相 等 。 设 计 一 个 用 来 求 有 向 图 的 从 着 约 简 的 算 
类 。 这 个 算法 与 传递 册 包 算法 的 关系 怎样 ? ( 见 文献 [14.58] ) 
利用 DFS， 对 下 列 问题 设计 算法 ; 
(a ) 一 个 图 项 点 的 拓扑 分 类 ， 
Cb ) 寻求 一 个 医 的 桥 ， 
Ce ) 求 一 个 生成 林 ， 
Cd ) 求 一 个 基本 回路 集合 和 : -个 基本 齐集 集 ， 
Ce ) 检测 一 个 图 是 否 是 2- 分 的 ， 
(f) EDAM —AT T RES ial A 
BR-~MIG, ROT HGH—TDISH Rik, ONDOA e USE A (WHERE, 
EH. -ANAWE MI— SONUS, MARY 
DFN(2) <DFN(w)<DFN(v) -ND(v) 
@RDFSHE, WAENDA IH 
&T HEBAGH-TDESH, ROG AGH—-TRATAR, WE: @, 的 所 有 顶点 都 在 了 中 的 
-条 有 向 通路 上 。 
&STNAMAGH-TDISH, WRCRGt-SAMER, DX vC. LA 有 最 小 深度 优先 
Kha, Wub oC 上 每 个 顶点 在 中 的 前 代 顶 点 。 
广度 优先 搜索 (BFS ) RUTHER- ARAG: 
S$1. 开 始 有 时，G 的 所 有 顶点 都 未 标记 。 
S2 . 任 选 顶点 5， 并 标记 为 0 。 
S3.Hi=0, 
S4. 令 5 为 至 少 与 一 个 标号 为 i 的 顶点 邻接 的 、 所 有 未 标记 的 顶点 集合 。 
S5 .如 果 S 为 空 集 ， 则 停机 。 否 则 ， 以 ji 二 1 来 标记 吕 中 的 所 有 顶点 。 
Se. '&i-i-- 19:585 8/84, 


RE: BUZDOSHNBUERNIBZHSST GI—- t Eg. 


14.8 


14.9 


证 明 ; 如 何 利 用 BFS 算 法 来 计算 连通 出 局 中 从 顶点 s 到 图 中 所 有 顶点 间 交 距离 ，〔 所 BAL 
和 之 问 的 臣 离 ， 我 们 指 且 有 最 少 这 数 的 & 一 2 路 径 的 长 度 。 
EH: 一 个 可 的 简 枚 序 图 的 后 向 边 梨 合 是 唯一 的 ， 即 所 有 JES 的 生成 林 都 上 共有 相 回 的 后 二 边 
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14.10 
4.11 


14.12 


14.5 


14.10 


14,21 
14.12 
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集合 。《 见 文献 [14.35] 》 

利用 汽 理 6.40 的 结果 来 设计 一 个 求 连通 网 的 所 有 生成 林 的 算法 。 

令 工 为 具有 +t 个 顶点 的 一 个 树 。 令 112,… sR} 为 了 的 顶点 柴 合 。 我 们 可 以 把 叭 一 的 序列 
(tbs…ts) 按 下 法 与 联系 起 来 : Ss ,为 了 中 度数 工 的 第 1 个 上 项 点 ， 然 后 挡 s a 
BAH, MEAT PBK, MRs, ATs, PES 10938 — 7 DDR Ma Ts, Ps, 
WR Ouf... MESSRS RAH, WAH WELA PM Abie, SLOPE 
AGT HRM Prüfer], BR, TRS A i BD Prüfer 71. 


给 定 一 个 序列 《th ts HENA "i ) + Ftp fj Pee { llyr R} a W—701X3EB3382:1— 
ABT, BOP C, fuos) 是 Prifer 序 列 。 


(可 以 从 集合 (1,2, 7o, n) 构造 的 《于 一 2 ) SREP nt, PR AK, 
的 一 个 生成 树 的 Prlier 上 序列。 而 以 在 利 肌 案 合 (1.2.00, } BEEN- TO TAXE 
相 异 的 ) 所 构造 的 序列 与 及 ,的 生成 宰 之 癌 存 在 着 一 一 对 应 关系 。 因 此 ,下 ,生成 州 的 数 日 为 h"…*。 
这 个 证 明 起 因 于 Pritter 的 文献 [14,59]。 ) 
潭 用 定理 3.10 的 结 灯 ， 设 计 求 图 的 色 数 的 一 个 算法 。 
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第 十 五 章 算法 优化 


本 束 ， 我 们 将 研究 儿 个 与 图 的 优化 和 问题 有 关 的 算法 。 这 些 问题 都 是 图 论 在 运筹 学 和 计 
算 机 科学 的 许多 应 局 中 上 产生 的 。 下 面 讨论 关于 几 个 主要 专题 的 算法 。 

Tai HE HB, 

2. Be, 

ERGEN W 

4. WS BE. 

5. kes x. 


15.1 最 短路 径 


设 G 是 一 有 向 连通 图 ， 其 中 每 一 条 有 向 边 与 一 个 称 禾 边 的 长 度 的 正 实数 相关 联 。 从 顶 
Hi mau AMUMHKSie Hod, D. WRN RA] AREA, DA 
w( j=, EEG, —RAMBANKEDIREHSUKESA, RR 小 长 度 
HIS tAT BR ASAT RAN SSMU EER) ei BA ES, Bs iA PA ERK BOA S 到 t 的 距离 ， 记 
Xd, D, BA, MPA, dG D=o $m 

AB, RHE P x. 

1 GEI Gp HA RE. s 到 其 它 所 有 顶点 的 最 得 路 径 ，。 

2. 找 出 G 中 所 有 有 序 顶 点 对 问 移 旋 短 路 径 ， 

这 两 个 问题 出 现在 许多 优 比 问题 中 。 比 如 ， 求 传输 网 络 的 最 小 此 用 流 ， 战 包括 了 好 找 
一 条 从 网 络 中 源 点 到 汇 点 的 晤 短路 径 《 见 文献 [15.11 ) ， 


15.1.1 从 图 中 给 定点 3 到 其 它 所 有 项 点 的 最 短路 径 


现在 介绍 Dijkstra 在 文献 [1.2J 中 给 出 的 算法 ， 它 可 以 找 则 8- 估 点 有 向 连通 图 中 从 给 
ETA s 到 其 它 所 有 顶点 间 的 最 得 路 径 ， 下 面 的 思路 构成 了 Dijgstra 算 法 的 基础 

设 V 表 示 G 的 硕 点 集合 。S 足 V 的 子 集 ， 并 使 SE S。S 表 示 V 中 S 的 补 集 ， 于 是 
S -.V-—S, 

ds Smp, PEINE, PERERIKA s 到 
S 的 距离 dCs,S)。 令 P，s,…，W，J2 RARER, ucs wes, UM, Piis-u 部 分 必 
ERRAUTS Ris uA, TE 

G(s, S) 2d(s,u)--w(u,v) 
出 此， 距离 &(s,S) 可 用 公式 


ds, S)--min(dts,u) Y w(u,v)) (15.1) 


LII] 
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来 计算 - 
MRV ES PRIR ARENES, 使 d(s,S)=<d(s,u)+wlu,v), WAR BR 
d(s,v)=d(s, 5) (15.2) 
Dijkstra 算 法 构造 了 V 的 一 个 子 集 序列 S,={s}，S,，S,.…， 并 满足 下 列 条 件 : 
T.MRs=4,, 3, uw EVARA, EG d(s,u,)<d(s,u, )scd(s,u,) 
CERS, uni), MAM Fi>0, S={s,u,,u,--u;}, 
2.8 85,—H E, Ashe, w,, tM SB AT. 
如 果 按 上 述 来 定义 集合 8,， 那 从 由 式 ( 15.2 ) ， 则 有 
Sire mints d(S,14,,) — dts, S) IE ( 15.3) 
F WS RRES. 就 包括 了 It Xdc, 5), 
TAS. Sa, eS, WRAT E HioX (15.1) 得 ， 


d(s,S,) = min{d(s,u)+ wtu,v)) =min{w(s,v)} 


tes, 


于 是 ， 由 式 C15. 3) 得 ， 是 上 其 有 性 质 "T 
ds, uy) = min{w(s, v) | ¢ 15.4) 


ré, 
的 顶点 ， 

GHP RASH MAU NBME, WAREAP.: TC 

假定 子 集 S。， S, SHR ISP, P, e PEZE, PÜUXCHLGEGUIESQ. TARR 
(15.1) 3kiEKd(s,SO, dis (15.3) f, wu, ASh RAER 

i d(s,u,4,)=4(s,5;) 
的 顶点 。 由 式 (15.1)， 则 看 在 顶点 jE S,， 并 使 得 
ACS, Wr1)= d(s, 1, EWC Wy 4) 
所 以 ， 只 要 把 边 (ay&rrv) 接 到 路 杯 P, 上 ， 就 可 得 到 P，。 

如 果 我 们 只 是 对 从 给 定点 s 到 给 定点 上 的 最 短路 径 感 兴趣 ， 那 么 在 上 述 步 又 中 ， 当 确 
定 了 第 一 个 含有 +t ETAS. DIEE, 

很 显然 ， 上 述 步 骤 中 的 每 一 步 都 需要 计算 式 《 15.1 ) 的 最 小 值 。 如 果 计 算 最 小 值 要 到 
fg — AW, WARS AES, MERG- x A) INRA Oi 1) -1 99x 比较 ， 因 
此 ， 整 个 算法 的 运算 次 数 是 

Dd) 
结果 总 复杂 度 是 D(mza)、 然 和 而， 这样 加 法 和 比较 中 有 许多 是 不 必要 区 重复 。 

Dijkstra 在 他 的 算法 中 ， 从 上 -- 步 到 下 一 步 ， 通 过 存 贮 计算 货 息 来 避免 那些 乍 复 的 加 
法 和 比较 。 这 只 需要 通过 标号 程序 就 可 办 到 ， 正 如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 他 把 算法 的 复杂 
度 改进 到 OQ (n*), + EDS B RT 48 Dijkstra 标号 程序 。 供 定 我 们 进行 标号 ， 并 使 得 对 
于 宇 =1，2，…， 每 个 顶点 2 的 标号 It 都 满足 ， 

T4.) 0, 1,(v)=c0, 对 于 所 有 2 二 35，。 
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¿iTi 
E(w) =d(s,v), 对 于 所 有 VESi.， l 
L(vj=minid(su)tw(u,r)}, — XPPSPEWES., 
"c 1-1 
MUL AR BR, UR TERR 
d(s,u,) ^ d(s, S, .,) - min(l(v)) 
YES; 
CESA 
PUYSPEM PRA, hl CORA B,C), 
1. FVE Si, laG)— dd, v) 
2.PPUES, 


Lí() =min(d(s,u)+w(u,v)} 
"EY. 


—-miníl(v),d(s,u,) J-w(u, vy} 
—min((o) Ln) 43 wn ,9)) ( 15.5) 
BB FRU, DM 


dls, 44.) -d(s, S) - min(l,, (o)) (15.6) 
ved, 


EXE. RAS BES. WB SECUTUS, 

Hc, HYAS, Dijkstred E fob, 08) — 0 A, (er) 一 oo 开始 ， 算 法 执行 过 
程 中 ， 标 号 根据 式 《 15.5 ) 进行 修改 ， 标 号 Ri2)? 给 出 从 5 到 2 的 距离 ， 

RAR, WET RAAT 有 2E SRB), fS EH GE SE 
Has, xppii, AMR (16.5) 的 计算 需要 (14 一 i 一 1) 次 加 法 和 (%# 一 i 一 1) 次 比较 ,而 
Fidis (15.6) 的 计算 需要 { (tn 一 让 一 2} 次 比较 ， 因 此 ，Dijkstra 算法 的 复杂 E LAE 
Oi), 

下 面 介绍 Dijkstra HERS R, 在 这 一 步骤 中 ，LABEL AAR ARN tS 的 数 
但 ， 当 一 个 顶点 对 某 个 主 被 置 为 妇 时 , 它 就 成 为 了 水 久 称 号 ,用 数组 PHIM 表 示 那 些 永 久 标 
导 葛 项 点 。 如 果 PERJM(Z) 一 1， 那么 ?就 是 永久 标 导 顶点 ， 注 意 ， 在 这 种 情 形 下 ，?Y 的 标 
HETS, v), FHRIAPERM(s)= 1, PERM(v)=0 (Kavs) 开始 ， 

PRED 是 记录 项 点 从 哪个 顶点 得 到 永久 标号 的 数组 ， 如 旧 2 被 永久 标号 ， 那 么 

v, PRED( v), PRED(PRED(v)),--.,3 
Fi ie Ris TA Td Bt PRITUR 
算法 15.1 MME ( Dijkstra ) 
S0.G 是 给 定 的 有 向 图 ， 其 边 上 有 长 度 ， BESTEN AEA 他 顶点 的 最 短 
RAS, 
St. ( FH) SLABEL(s)=0, PERM(s)=1, PRED(s)=s, XT tA vs, 4 
LABEL(v»)- oc, PERM(v)=0, PRED) =v, 
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8S2,4i-0, u-s (uk RRAARE HA, RECESS, ) 

S83. ( 1} SLABEL(») R E S PREDSEALBg2U3E ) ， 今 i 二 i 十 1， 对 每 一 个 尚未 得 到 永 
久 标 导 的 顶点 2 进行 下 列 操作 : 
1.4M=min{LABEL(v), LABEL(u)4-w(u,v)), 
2.4] M CLABEL(v), BA4SLABEL(z) = MSIPRED(v) =u, 

S4. ( 判明 项 点 Wi ) 在 所 有 尚未 得 到 永久 标 导 的 项 点 中 ， 找 出 具有 最 小 标号 的 EAW 
(EIRISSA, ARE), 4 PERM(w) <lflvu=w, (usw, $ 
最 新 得 到 永久 标号 的 ) ， 

Sh.Ri<n—-1, BARES, EMEP. 《所 有 的 护短 路 径 均 已 找到 ， 顶 点 标号 

IubrmÉEGECHEkm. mv PRED(),PRED(PRED(U)),:-,5J5— 85 — UB ILIA 


径 的 顶点 。 ) 口 


| 


888 BIA 


999990 

vee 
6886 B6G=~8/b 
8669s ss js" 
Ggssssse | 
[e99 «| 


|x 


- 


CEES 
+ 
* 
* 


Eh y Mn nj 
eeoooeoeol: 
8 8 § 66648 ja 

TENA 


(a) 
PREIA) = A PREDcE} =D 


: (b) 
B :5,2 Dijkstra ei, LABELS MOO Ro 
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注意 ， 在 计算 机 程序 中 ，% 古 用 尺 可 能 大 的 数 来 表示 。 进 而 ， 如 傈 顶点 ?的 最 终 标号 
等 于 cp， 那么 就 意味 着 从 8 Be 不 存在 有 向 路 径 ， 

为 了 说 明 Dijkstra 算 法 ， 参 看 图 15.1 所 示 图 避 ， 其 中 一 条 边 的 长 度 在 这 条 边 的 旁边 标 
出 。 图 15.2 示 出 了 LABEL 和 PRED 两 数组 的 部 分 元 素 值 。 

对 于 任意 z LABEL 数 妞 中 带 圆 图 的 元 素 对 应 于 永久 标号 搞 点 ， 即 5 中 的 硕 点 。 带 * 
号 的 元 素 对 应 于 启 新 永久 标 导 顶点 ， 即 项 点 Ws。 从 PRED 和 LABEL 数组 元 率 的 峰值 可 以 
得 到 从 s 出 发 的 最 短路 人 答 和 相应 的 距离 。 

AFRE. RNEHCPRETAKRERREH, Ain GRO Se € mr dé (A 00. IBA 
Dijkstra 算 法 则 无 效 〈 为 什么 ? ) 。 因 而 ， 对 此 种 算法 做 些 修改 ， 就 可 适用 于 不 含 负 EH 
AEH RM, SMI ] 已 证 明 在 最 坏 情 帝 下 ， 这 个 改进 算法 的 复杂 府 是 
(ne 27”) 而 不 是 O(n*)， 正 如 文献 [15.4] 所 提出 的 那样 。 

有 时 我 们 希望 求 得 第 2-( 第 3-， 等 等 ) 最 短路 ,这 个 问题 及 有 关 的 问题 在 文献 iL15.5] 、 
[15.6 , [15.7], [15.8], [15.9], [15 10] THe. UIT AD SE PEL GEL 
文献 [15.11] 利 [15.12]。 


15.1.2 ”所 有 顶点 对 间 的 最 短路 径 


假定 我 们 希望 在 共有 ?个 顶点 的 有 向 图 中 ， 找 出 所 有 RCN 一 1) 个 有 序 顶 点 对 间 的 最 得 
路 径 。 求 得 这 些 路 径 一 个 直观 方法 ， 就 是 运用 w 次 Dijkstra 算法 。 但是， 在 计算 上 和 有 此 
这 种 更 为 有 效 的 算法 。 这 些 算 法 甚至 对 于 长 度 嘴 负 值 、 但 不 含 负 长 度 有 揣 回 路 的 情况 也 适 
用 。 现 在 讨论 其 中 的 一 个 。 由 文献 [15.13] 纵 出 欧 这 种 算法 ， 古 雇 Warshall 计 算 传递 闭 
包 的 步骤 (算法 14,11 ) 为 基础 的 

给 定 一 个 带 有 边 长 的 % 个 顶点 有 向 图 GG。 人 GG 的 顶点 记 为 1，2 ，…n。 假 定 G 中 不 育 
在 灸 长 度 有 向 回路 。 令 太一 [2w1;] 是 GG 中 有 向 长 度 的 rxn 逢 阵 ， 即 w(i， 站 是 G dU 
G, DRKE. MRATEM DIMA, 让， 那么 置 w;;= co。 同时 ， 对 于 所 有 的 
i, Bw,=0. . M 

Floyd Wi Jg pgW'9 —WGrià, ienn ERR WO, Wo, s, Wo, 
Wo, 3p fo Ww OR RRwWI HT GPA à Si RES. BE PRIA, 

w=min{w ?, wA D dp) (18.7) 
AWE- P= [w 中 ] 构 造 出 WW = w] PE AME GUI 6 2, k} 
元素 作为 内 部 项 点 的 有 向 i 一 j 路 径 中 长 度 最 小 的 一 条 。 pi RUE 
正确 性 。 . 

EARS PETA SFPE. 

证 明 

证 明 可 按 崖 理 14.1 相 同 的 线索 进行 。 

通常 ， 除 了 最 短 长 度 之 外 ， 我 们 述 对 具有 这 些 长 度 的 路 径 感 兴趣 。 回 忆 一 下 ， 我 们 在 
人 在 Floyd 算 法 中 的 实 规 方 
法 如 下 所 述 。 
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AMER AWO, WO, WORE, XEHGET B TUBE AL ZO, ZO, =, 
Zo, JAZ HERA B UA TEP BOA i 的 顶点 ， 显 然 有 
ca = n fU 
Xs, o 
BugZo-P-[xApU], RUGROGERHUNASIZC - [2l 4 


M-min(wyr U, wi wht Py 


€ 15.8) 


那么 
af fM wi? (15.9) 
zi £2 SM <wF; 1) 
这 条 规则 与 算法 15.1 节 S3 中 给 出 的 更 新 PRED 数 组 的 规则 很 相似 ， 其 证 明 如 下 。 如 果 
M=wi Po 
那么 l 
PNK E PY ORKE 
FH, gU sz. PH. 
AAR, RRM«-wUPS, BAP VR AREPH RPE CREE. TL 
zzi, 
WAL, Eui— je dE RUFI, hi he > te, RHR, Xm 
i =z), i-zí", iz 了 9 2j zin (15.10) 
注意 : A (15.17) 中 ， —— co, 则 wD 人 =ao 这 个 直观 结果 将 
在 下 面 描述 FloyQ 算 法 对 用 到 。 在 这 个 算法 中 ， 我 们 还 增加 了 对 负 长 度 有 向 回路 的 检测 。 
算法 15.2 ”所 有 项 点 对 间 的 最 短路 径 ( Floyd ) 
S! W=(, AAEE HAG mox nA KR. KAMA i=l, 2, 
n, Wy=0, z-[z,JinxnigE, Hep 
| j, wyro 
eum 
0, Wyo 
S2 #k=0, 
S3 Bk=K+1, RA Ew oo gi Se EDI RE BUB Bow Se off jk, EHE PUR FE. 
i. HM -min(w,, ww). 
2.])RM«cw, WA Ez —Z24Hwg-M, 
S4 1. 如 果 任 意 wi:x<<0， 那 么 顶点 i 就 是 存 某 个 负 长 度 有 向 加 路 中 ， 则 停机 .。 
2.WRE Pw. >0. Hk—n, EAD, JRA RHR RBEHKE, HAZ, 
Sih Tt P mi ee OS miS BP PL 
3. WR AW > 0, Hkn, PARES 3, :j 
Eloyq 算 法 是 目前 求全 部 最 4e HC I ROS URS ER, CHA PRR A il 
AS PMR RE. SUFORORGAENUEGURRERMIIC TUR ORE. Smee 15.14]. 
ACWR[15.15 RT — TOR & NUR REA TEE. HRA, KRIS. EHR fix 
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frs. rsp'hét- Ter ER, PAT IER. 
文献 [15.17] 给 出 了 一 个 求解 最 短路 径 算 法 ， 以 及 相关 问题 的 详尽 索引 。 . 


15.2 最 小 加 权 路 径 长 度 树 


— 4 m-3c 8 E SEA TOT UI RESE e mi dp] W. tinc. ANRA E, 
WHEBRMAKE 1, BE, M-A 是 把 很 画 在 顶部 ， 所 有 边 的 指向 朝 下 ， 所 有 与 禄 
地 相亲 距离 的 顶点 都 排 在 局 一 水平线 上 。 

BTE—4em-yB, M={0, 1, 2, -m-LHE Him RS SAR, Bof Tini 
每 条 边 都 算 定 集合 居中 的 一 个 数字 ， 并 使 得 从 间 一 顶 点 射 出 的 两 条 边 不 会 算 定 相 同 的 数 
字 ， 轩 此 ，T 的 牌 个 项 点 都 与 一 个 字 丰 关联 ， 这 个 宁 是 把 从 根 到 达 比 顶点 所 经过 边 的 给 定 
AF PRT GEM. RAST PERDERE PRES, PEAR TR. 

hin, FERS. RISO BIR, BÆ, 010, 120, 121, 22, 20, 2l. 

TERS, BETH 18 AIC AMBELMRARA-— T+ PRK TO, 

fBUgETDIO EIE LAG EMIM,,- M Sd mier. wR Idee sm fs s. 
所 组 成 的 - AEAEE P FR, LA EBEBORSUA SI TD die BEC BE 
本 成 的 一 序列 数字 。 为 了 从 这 个 序列 中 复原 信息 ， 需 要 把 比 序列 分 解 成 前 级 码 中 的 字 。 把 
、 序列 分 解 成 码 字 的 过 程 叫 做 解 码 ， 并 且 利 用 对 应 于 前 缀 码 的 树 ， 这 -一 过 程 就 极 吻 敌 到 。 

例如 ,考虑 一 个 由 图 15.3 的 衬 所 对 应 的 前 缀 码 字 而 捉 接 成 的 序列 120202200。 为 了 对 这 
个 序列 进行 解码 我 们 从 去 到 右 搜索 序 列 昌 的 数字 。 在 搜索 过 程 中 ， 我 们 从 根 开始 ， 港 洛 对 
应 搜索 数字 的 边 移 动 ， 直 到 时 为 止 。 对 应 于 这 片 叶 的 码 字 就 是 所 给 序列 中 的 第 一 个 字 、 于 
是 ， 我 们 得 到 序列 120202200 中 第 一 个 字 120。 然 后 对 余下 的 序列 202200 重 复 解 码 过 程 ， 从 
证 分 辨 出 序列 120202200 中 第 二 ， 第 三 和 第 四 个 码 字 分 别 为 20，22 积 00。 

从 上 述 和 解码 过 程 显而易见 ， 解 出 一 个 字 的 费 抽 与 这 个 宇 中 数字 的 数目 成 正比 ,如果 志 ， 


SHAM th BAR, HELL 期 解码 费用 就 与 H wk HX, KEE MRE AMA 
SiSPHNERES OE, MR Sd, mc I I EU S EO. FE OB 过 选择 码 字 的 长 度 ， 


Oo) y (22 


ipio) (120) i121) 
HB 15,3 3- 元 村 H 15, 和 4 
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418 FOE AAR OE, ROR RTD. RRS PO 
MH. wu. wa, fü YE A LAE bs ATER KT A LA. 

Ax LGR AR MES Ae, SERIE PRA AL RA. 

(BRCELATCES, S, S. STUNDE ARBOR RAM, WHER MITA 
把 这 些 集合 弄 成 一 个 表 ， 其 元 素食 按 递增 序 排 列 。 为 此 ， 首 先 台 并 其 中 任意 两 个 { 比方 
说 ，3S, 和 5S。) ， 由 此 得 到 -- 个 新 农 S'。 接 着 主 合 并 集合 {S/S;，S;，…，Si} 中 的 任意 两 
个 ， 继 统 这 个 过 程 ， 由 至 得 到 - -个 单一 表 为 止 。 二 元 树 可 用 来 痢 述 这 样 合 并 的 策略 。 

es tot eth me eh 种 方法 。 
得 到 了 Si;。 然 后 8; 与 8。 合并 得 到 S!。 下 一 步 再 合并 S. 和 Si 他 党 
Ss。 最 后 ，S; 与 8; 会 并 就 得 到 了 所 党 的 单一 表 ， 

ehh Aa 
最 小 元 素 。 把 这 两 个 元 案 中 较 小 的 一 个 ， 作 为 所 需 合并 表 中 的 一 个 元 束 。 然 后 从 合并 表 中 
移 去 这 个 元 迷 ， 在 相同 的 两 个 表 上 重复 这 种 操作 ， 其 中 有 一 -个 表 比 以 前 变 短 ， 真 到 它们 合 
并 成 一 ees 

RER, 关 任 何 两 个 表 的 费用 与 形 中 元 素数 月 成 下 比 。 "m fr HRS, S, S. 


的 费用 等 于 * [S4 1， 这 里 1 是 涉及 刘表 S, 中 元 案 合 并 过 程 的 次 数 . 


倪 如 ， 合 并 峡 15.4 所 示 SL，S,，…S;s 的 费用 等 于 
2 [S| +3 Sal +2 Ss} +2 Se) +2 [Se] 

JAEI15.49 DUBIE, ART. LAER ESE HH SE SET Sunt RAKE. 
TW. GJURS, 8, Sure AMSA RIS, Wal, s, iSd, 
全 县 有 报 小 加 权 路 径 长 度 的 二 元 树 。 

了 affiman 在 文献 [15.18] 中 对 上 还 网 题 给 出 了 了 巧妙 药 解 答 。 本 节 的 余下 部 分 致力 于 
Huffman BMS, BBP RAL ro imn- Tl, Le LR 3x 从 T 的 根 到 叶 
MIE KE, RMT MBE 应 于 时 AEE, A= (Lh, Ly o) MRT IR PRS Ke Ie 
Hn /的 特征 和 S (A, mm) 定义 如 下 ， rem 

SC, m)- Xm (15.11) 

HIA CL, NEDEYTITTATTTTIISS 当然 ， Bis t HL 都 

引 理 15.1 m-;R MERE KOM (1, uy eL) 的 特征 和 小 于 或 等 于 1 。 

证 明 

通过 对 "中 最 太 长 族 的 归纳 如 以 证 明 

如 果 ? 中 的 最 大 长 度 等 于 1 ， 那 么 所 有 1 都 等 于 1 ， 很 显然 ， 在 这 种 情况 下 ， 直 理 当 然 
成 立 。 令 引 理 对 最 大 长 诬 小 丁 k 的 每 一 个 路 从 长 度 和 失重 均 成 立 . BEARRAK IE ST Kc 
在 禄 应 的 ?9- 元 树 T 中 ， 令 vu. cu, ovS 是 根 r 的 子 ， 注 意 ,7 的 出 度 G++) 小 于 或 等 于 
届 。 令 了 ,表示 以 2 为 衫 的 T 的 子 树 ， 则 T 中 路 径 长 座 吕 然 比 它们 在 工 中 的 相应 部 分 少 1， 
HU, BURSOGRT HBR EEN, BBA 
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SO, m) L(S, +8, S; ) 


Hadt (r)en, BABARE, HRAL Sci, WHS CA, m)l, D 
55.2 KE — (h, E, n, LARK fe 长 度 矢 量 。 如 果 它 满足 
特征 和 和 条件 ， 


Sms (15.12) 
证 明 
HRA BEL, UELS esln BeOS TL KE. BS 
Leake =lr-a amm, 
HE. Um’ (15.12) zx, WË 
Smt wc (15.13) 
4u-eomAP, 这 里 5 和 P 痢 是 非 负 的 ， 且 0 三 Pm 一 I[， 并 定义 如 下 ， 
l | aal | 3ip- 0 
2 |m-P, 3:0 
那么 可 以 把 可 到 式 15.13 左 边 ， 众 不 政变 其 不 等 号 ， 于 是 
mp ms (15,14) 
KE. ulag-Tm, 这 里 
-人 i-o 
denne o (15.15) 


现在 ， 用 7 ?2 去 路 式 (15.11) ， 得 


Er MT =Chp-1) 
zm ‘Lam t5 gi (15.16) 
-lj 


PERG RLM AL BEL eer M 征 和 ， 其 中 最 大 长 度 比 给 定 矢量 中 最 
KEEL 7 

DUE, MERERI ARE BTL. 

WRL=L MERAY Lat, WAR (15.12) BAL<m, KiB, BHR 
Edd L4 HE AOL AMM M-CARE RE, BRB AUR. 

TH, REMUS HARA EAE RRA, | 

令 入 中 的 最 大 长 度 等 于 万 。 如 前 所 述 ， 我 们 可 以 构造 一 个 具有 最 大 长 度 等 守 k 一 1 的 工 
SPEEA, WAP, EJ T REEF- TIN IRL SER. 
的 前 工 一 4 个 长 度 相 同 。 进 而 注意 ，?* 一 5 或 十 1 

次 为 A' 浇 足 特征 和 的 条 件 式 (15.16)， 则 由 归纳 假设 可 知 ， 必 然 存在 一 个 以 和 为 其 路 
径 长 度 矢量 的 np- 元 树 T'。 考 举 T' 的 任意 个 长 度 为 k 一 1 的 叶 ， 姑 娄 我 们 把 mn 条 边 与 这 些 
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RAPER 个 的 每 个 顶点 都 相 接 ， 而 其 余 每 个 顶点 都 与 条 边 相 接 ， 如 可 能 ， 那 么 就 得 
到 一 个 4 一 cm 十 有 片 半 ， 其 路 径 长 度 等 于 天 的 新 饶 - 元 树 了 ， 丰 的 其 余 路 径 长 度 和 入 的 前 


王 一 上 个 路 径 长 度 相 同 。 所 以 ， 对 于 下 ， 入 就 是 路 径 长 度 矢 量 。 Li 
WREBRERBAK,, Duy Le PRR, 
$ wh 


WH AWRBW=(w,, w,, wr) ERRE. 

AUR VET RM, HEAT LR RR dE, cw, PUTRE «d, eco m, fw, 
WS ew, M= ABRE BRERA, EFR bU. Bo mee, Toi 论 是 
HEARRE SE gi e DUREE WE ARE Hoffman Sr p B5 ali. 

定理 15.2 YEA —(u, L, e )ARXUT OAK Ew O0, wy, c HERR 
KERE., GEL «ux, Bw IU. 那么 -asi: 一 加 -sys 一 … 一 5， 其 中 如 
Rm=2, Wjd-2, MRm>2, Wd HERB, 

m, #L=1(modm—1) 
d -—4m-—] #L=0 ( modm—1 } 
p, &L=f( modm—1 ) 及 2 所 Ph 一 2 (15-17) 

证 明 

定理 指出 ， 在 最 优 路 径 长 度 矢量 中 ， 至 少 有 df 个 长 度 等 于 最 大 长 度 。 对 了 一 2 的 情形 ， 
定理 揭 证 明 就 是 个 简单 练习 。 所 以 ， 我 们 仅 考虑 和 六 2 的 情形 。 


从 特征 和 条 和 忻 串 知 
tr L to-le 
m -Dm = 0 (15.18) 
现存 证 明 
i 上 ipi. 00 
m—22m — sm (15.13) 
如 果 式 {15.19) 不 成 立 ， 那 么 
UON ER 
于 是 
Sn ‘ame m'= 
Hm “oe Esti, MA | 
Sm am "el 


GE, EGXUDAGERREXKORBUBOAS. Pin, 8015.19) ear, 
AAm=1(modm~1), MRAM SEPARA Ek, m*=1(modm—1), AiG, 
PL > m^ ' zz] - Laqmodm— 1). 
= 1 — &(modm — 1) © (18.20) 
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je BL-<P(modm—1), Bit, 


en 1 FiP—0 
lm—P, Z2z«xPxm-2 (15.21) 


F, 


Et (15.18) 815.19) [Aft m"- pm 是 非 fim, HbFm~1, Am, AA 


(15.20) 81(15.21) 92 38] 


0 LI HP 1 
ts, L Tni, 
m -Dm | 1, #P=9 
m-f, #e<P<m—2 (15.22) 
Rog FARE AAT oR, CT 
| Laha shahs D, eh, 
AEH 22) RPE BHL —jzed, Mirgi, sR(15.22) E CELO 
L—i, P=] 
is H in-]; * 
m -Dm =<(L— f+, FP=0 
ant 
L—j+m—?, Bachem —2 


KD LR ER aT RS, LA. 
车 P= 1， 则 了 一 j 一 km， 下 为 蘑 个 正 整 数 。 
#P=-0, SWL--j+1--km, k YEP ESR 
H2o<P<m--2, MlL—j+m—P=km, k YDER 
了 于是， 由 式 (15.17)， 得 


4562-1, W-—i2-m-d 
老 P=0， WIL—jzm-—1i-d 
diO2«pO« m2, WjL—j20-—d ri 


PFET; 56 SORXUT 0E BLUE BW tpe St OL de I)e REA Huffmana k, Re 
EM PARA, WAL. WEL Em, PART MME KER BS WE Dfng. A 
jt. Eq ED", 

Huffman 算法 从 W FR, MW TRA] W,, W,, eu W,, EE LL 
L, >… 之 上 ,一 MW。 对 于 每 个 工 ，d; 的 定义 同 式 (15-17)-- 样 ， 即 


d,=2, #im=2 
Su, 
m, #L,=1 (modm—1) 
d, = im—1, #L,=0 ( modm—1) 
p, diL,— 0 (modm—1) He<Pm—2 (15.23) 


在 I W X MBSEW,, J 中 应 Hd. 
因此 ， 算 法 从 下 式 开 始 
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H AKS 
Py, BEA 


算法 15.3 


& 1. 
S2. 


$3. 
$4. 


S5. 


S5. 


很 显然 


«— m—» 

he Cl, lpt, 1) 
~PREKRR BHA Mo Ao, MIE A 是 W BERRE K BER E A 
fjart, EERI RETINE FE H EEA W P A HE E HA. 
RRR RER (Huffman ) 
W eee, Bio, ; 
AW = (W, Wa, ess), Hw, ew ew, W, Ree 
TI. 计算 (15.23) 式 中 的 Q,。 
2.4 E P, Hye toate tes, PAW PAR TRA, 
3.W,, Wr, Woy Ora AP eR RODE TET to R. f 
"iiti. XL,—m, fjs. BM, 8S2, 
令 


<< -— > 
M= (d, l, L) 


(eo AI=s), Bi-i-1, 

KA AEA F: 

1 ,对 于 碗 ,中 前 一 和 个 权 的 每 一 个 ， 都 标定 一 个 和 于 它 在 灾 , 中 数 依 的 长 度 。 
2. 对 于 你, 中 后 中 个 机 的 每 一 个 ， 都 款 定 一 个 比 驳 中 P, 数 值 多 1 的 长 度 。 
如 昌 ; 一 0， 那 么 就 停止 ，) 是 你 ,的 最 优 路 径 长 度 矢 量 。 否 则 ， 置 ii 一 1， 转 
到 S5。 口 
í0OXGEBRARIECHEK ER. H(15.23)a8, MEAT, dam, PEPR 构造 过 BE 


ET, USRAI, WAMABBAKBREE, 


在 图 15 


SH, AW,=(9,7,6,.5,5,3,3,2,1)Mm— 3% aid Hufiman ee, ME 


PARR ABA, AQ AMA HET. Ta TORT. dnil15.0Bts. Cte TG 
ET ,中 代表 权 忆 ,的 计 与 .条 边 连 接 起 来 构造 徇 。 ) 


下 而 证 
定理 35 


Wo a 7 $ 7$ 5 * — 
LA (OR + EB LEN, DRE. 
LA (is 9 
ee 
", (18) WH e 
15.5 HujifmanW3Ek a SAR 
明 Huffman 算 法 的 正确 性 


3 &EW,, W,, W, 入。， AL, A Je Huffman 算法 中 所 构造 的 祝 失 最 


和 路径 长 度 矢量 ， 对 于 每 个 0<i<<s，h 和 对 到 ,来 说 都 是 最 优 的 。 
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图 15.6 (OHT; GORT,; (ST; DRL pa 


证 明 
RER, PETSIRTEA HE 


-——T1—» 
A —(1,1,:,1)) 


对 多 ,来 说 是 最 优 的 。 现 在 证 明 :， WR, HW ERE (Lf. IB ATW au 3E OI. 
BEHE. HA HW JR, (AW ,不 是 最 优 的 ， 那 AS 位 对 W Ehi 

BEKERS., ix 

W,—(p,, Po vo Pu) BAP SP. 2 2D, 

WA, Hh, =n D) 

Wh. d: c dea» RAG PO Sauer 

N= (ty, tr, ey uua) 

at= ir UF, ey HED 
因为 入 对 W ,不 是 最 优 的 ， 则 有 


Ly EET i 
D Ph > pH (15.24) 
从 Huiiman 构 造 中 的 S5 可 知 ， 对 某 - Luly, l 


d,7 Pi -ap Paso ub Pa, 
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( 注意 ， 9 和 媚 是 相同 的 ， ERMITE, Pas PL, - 8, } » 
PA tois c1, Wü 


Bras lj E 

= ote E Pld- (15.25) 
HAERERE, REEMS. MA 

L T uu =H, 


ME Asp, KE Rae, BAMA, MBB T— SERRER EN = 
Ct, tr, = eae 并 满足 


之 qu = = (p.t) —4q, (15.26 ) 
WE, Fst (15.24), (13.25) AC 15.28), TPES 


Sete S ads 
ORO A, ， 不 是 最 优 矢量 ， 这 与 假设 相 丰 后， B D 


"AB«3 最 优 二 元 搜索 树 


有 学 树 是 一 个 有 向 树 ， 有 有 向 树 中 每 个 顶点 的 了 顶点 都 规定 了 ANUE. 我 们 画 有 序 
树 ， 通 常 是 把 根 放 在 | 画 ， 每 个 顶点 的 子 顶 点 从 左 到 右 按 给 定 烦 序 排 列 。 对 有 序 二 元 树 来 
—-————' o E 

设 4=1a，a:，…，o} 为 - 集合， 其 元 素 顺序 为 ,< LLa 集合 A 的 二 元 搜 
索 树 是 一 棵 有 序 二 元 树 ， 其 中 每 个 顶点 了 都 是 用 4 中 元 束 1(v) 来 标号 的 并 使 得 

1. 对 2 的 左 子 树 由 每 个 项 点 4，?MD<HO)。 

2. 对 2 的 右 子 树 中 每 个 项 点 4，KUD) 100). 

3. 对 于 轨 中 的 每 个 元 素 X， 愉 好 存在 一 个 顶点 92， 并 使 得 I(?) =x, 

假定 和 A 是 冷 集 S 的 于 集 。 令 B= {5。，b,，…，b。} 为 一 集合 ， 并 使 得 

(Cb x in IDMURBURIUEXCS—AgfgS, Rrpa xa. 

2.b ,代表 所 有 元 素 XES 一 A 的 集合 ， 其 中 X<ai。 

3.5, 代 表 所 有 元 素 XE S—A Mp, Tipe >a,, 

么 的 扩展 二 元 搜索 峙 是 和 4 的 二 元 搜索 树 ， 其 中 有 半 十 HRB ICR, WE, d 
扩展 二 元 搜索 树 中 ， 每 个 内 部 顶点 的 出 度 等 于 2. 

gU, AUS. THUS REA {Gn 0,, 0,, CILOARAKAP ROAM HA. dE 
扩展 二 元 搜索 司 中 ， 叶 从 左 到 右 大 按 be，D+，…b 的 顺序 出 现 . 

FERNEARE TERRANI A AM) TRH, 

给 定 一 个 泛 集 S 的 子 集 妇 和 A 的 二 元 搜索 宰 T， 集 合 S 可 以 是 英文 字母 上 所 有 名 字 的 集 
合 ， 并 按 字 和 母 顺序 排列 。 如 果 我 们 只 是 对 确定 XE SIEG BUT AROUR, 那么 一 种 常用 的 方 
法 就 是 把 x 与 对 应 于 了 中 根 的 元 素来 进行 比较 。 这 样 会 出 现 四 种 情形 ,分 述 之 如 下 : 
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44 


lat 


周 15。7 “ARRAS 


情形 1。 不 存在 根 ( 二 元 搜索 树 T 古 空 的 ) 。 于 是 ，x 不 在 4 中 ,搜索 以 失败 告终 ， 

WEL x 与 柜上 元 素 相同 ， 寸 古 搜 索 成 功 地 终止 

情形 3 。 % 小 于 根 上 元 素 ， 所 以 搜索 继续 消 根 的 左 子 树 进行 . 

情形 4 。 z 大 于 根 上 元 素 ， 所 以 搜索 继续 沿 根 的 右 子 树 进行 

很 显然 ， 成 功 的 搜索 终止 在 7 的 内 部 顶点 上 ， 不 成 功 的 搜索 终止 在 7 的 叶 上 ， 

候 定 把 从 根 到 顶点 ?的 路 径 长 度 定义 为 顶点 必 的 深度 ， 则 可 看 到 ， 当 搜索 成 功 地 终止 
在 T 的 内 部 顶点 作 之 前 所 进行 的 比较 次 数 等 于 的 深度 各 1 。 另 一 方面 ， 如 果 搜 RR 
地 终止 在 菜 片 叶 上 ， 那 么 所 进行 的 比较 次 数 就 等 于 这 片 叶 的 深度， 

GPi Po SPARRO, G o, RARER, do Q, = UAN RRE 
索 终止 在 中 所 代表 b。，b:，…b 的 叶 的 频率 。 那 么 ，T 上 平均 搜索 时 间 ( 对 所 有 搜索 ) 
正比 于 机 7 的 费用 ， 其 定义 如 下 ， 


È p, (a 的 深度 加 1 )+ È aOR 


fain, WRP =0.2, p,—0.2, P50.1, D,—0.I, Q,—0.1, d,—0.1,0, —0.05, 
gs 一 0.05、q4 二 0.1， 那 么 图 15.7(4) 所 示 树 的 费用 为 
{Pi(2) CD HE D,02) 0.02] 
Tq), 0,220,022 9.032) — 2.05 
ii 15.7 (b) RAMA 
(D,(2 -p,CD - 4,032 -D,C12] 
+ (9003049163) 49.(3)4+9,03)+4,01)} 
=2.4 
LARA T TRE. BEIERMD Ag, MFREA=ta,, 0. cs, Oo KWH 
ARNAR TARH, ARNT RHA, «a. aX PRA, HA Pe et 
Baos Pis do Prs os deis Par DRAKA, BRATHAN, 
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现在 讨论 的 构造 最 优 二 元 搜索 树 的 算法 ， 就 是 基于 这 类 树 如 下 的 一 些 有 用 性 质 ， 

ATERN Pis Ge Po tu Po CORRIER., WMR E T ARER 
*. Ro ERU. Po de Po vo Pro GBA, 
7 的 根 的 右 子 树 就 是 权 为 加，Pr， rs Po Wn RIE RM, 

XPT O0 siajan, STRAHA G. Por Ger rs Pe 0 的 最 优 二 元 搜索 
B, "uSORTGINIR, wT A, T, Ico, OE X AS F ge (uat qoid 
Ttg). Ti AOA RMR, Be, = 0, wd. 

(ea ET A, Ij, MAM ERR, MAF OT BMRA, Bacon 
Pr- Ge- ARROKERI. ONAFMT EMRE LG, Pra, oo, Bie u) 的 最 优 
二 区 搜索 树 【 见 图 15.8 ). BAT PARARE CEET- RT, AR HER 1 ， 由 此 

Ci Ci 二 十 Ce 二 人 十 Be 
=W TU; tek, (15.27) 


a. 
« 


Pe 


图 15,8 Don pO TET 


iibup, HMR, fX (15.27) SAWN, 6 BB RS) Tage v, | 
«ke SOPRA TE s5.4BgdEmh. BES 7, Ale, ARAN SM j 一 i 值 的 顺序 进行 
的 。 这 个 算法 出 自 文献 [15.9]。 

算法 15.4 dL EUR (Gilbert X Moore ) 

S1 Apod Bp, Po c DRGs do ceo oq. MFO, 1, 2, m, 4 


10,—8G,, 
Ch 一 0, - 
T, —b,, 


S2 X YI-1,2.,", Bera, 
Si XUTd-0,12,:,1—1,3Ef794, 
Si € "lu 

ji 


WW- HDi TG 
SM BARC p+ ARORA, RC], E 
C= Omit Cur 
Ti =a, 

S5 停机 : . 口 
用 上 述 算 法 计算 出 - -组 rar 值 后 ， 就 可 经 过 下 面 步 又 来 构造 To 
LPen ET aaf WMR on te, MAGA. AATA Oi NATAR. 
2. 通 常 ， 考 区 内 部 项 点 4,。 如 果 Q。==74,:， 那 么 Gs 就 以 ?i,m-1 为 左 子 顶点， 以 Tj; 为 右 


FRA. 
SLE ES AA EEH ER ALC MRR. 
A EIU RE, LU, a.a, Hp 一 2, p;—l, P= 3p,.—1, 0$,—1,0,— 2, | 
45:3, 9 一 2,9= 一 1。 表 15.1 给 出 了 了 用 算法 15.4 所 计算 的 py、r5 和 ci 的 值 。 在 表 中 ， 


每 行 的 元 素 值 都 是 从 左 到 右 进 行 计 算 的 。 进 而 ， 任 一 行 元 素 值 只 能 在 前 面 一 行 元 素 值 计 算 
出 以 后 ， 才 能 进行 计算 。 图 15.9 示 出 了 所 对 应 的 最 优 二 元 检索 峙 ， 


15.1 


Wy 6 
£g 5 €;;*6 73-8 | c4-4 
Jg =] 72742 75705 
Wy =9 will | w,-10 
Co, 14 €14*17 C340 14 
tm = 42 Tig™@a 


Wo = 14 Wj” 13 
Co 27 €14723 
fon =A Ti47 63 


Wo, 16 
€94,07 34 
fg 63 

TUR BIE, BRIS. 485 RTEJO(nU), Mkr xe Hu xe P pA Ry zen 
On), Fa. mL coBUR NEW XEO (ORBE EXE HA 

KnuthzEXjR[15.20]B BEAT: T. AR Drac At zB OBI Tora SIS 
Tau. BREA, dE S4 中 ， 就 可 以 把 对 m (SER EE 15,5. Sr ut; 的 范围 内 。 经 过 这 翌 
的 修改 ， 算 法 15.4 的 复杂 性 就 变 为 OCn:) 。 在 文献 [15.21] 中 ， 讨 论 了 Knuth 算法 的 下 
个 推广 。 i 

SURR( 15. 22139 1B TE AP (25 SF SHR TREE D S6 8 e BE SO (Qu ) 
算法 ,还 可 和 参见 文献 [15.28]。 文 献 [15.24] 让 明 这 个 算法 可 以 在 DC 1ogn ) B4 f] Py HB, 
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献 [15.25] 对 同样 问题 给 出 了 另 一 个 与 文献 [15.22] 相 近似 的 D(Plogm) 算 法 。 这 个 算法 易 
FEM, PRUE WRN. | 

”人们 对 于 搜索 方法 和 与 最 优 控 索 树 有 关 前 问题 ， 进 行 了 广泛 的 研究 ， 对 于 这 些 专题 的 
详细 讨论 各 有 关 的 参考 资料 ， 可 参阅 文献 [15.24] 和 [15,26;， 近 期 文章 还 有 有 -15,27j。 


Ta^ 7, 


ra bs 


图 15.9 He 6 REL IS 
15.4 图 中 的 最 大 匹配 


本 节 将 考虑 构造 图 的 最 大 匹配 问题 . 首先 讨论 Edmond 在 文献 [15.28] PH AD he 
忠 际 苗 基 本 方法 ， 然 后 级 述 Gapow 人 在 文 南 [15.29] 中 的 一 个 算法 ， 它 基本 上 是 Edqmoends 方 
法 的 有 效 实现 。 

对 二 分 图 情形 ， 一 种 更 为 让 效 欧 方法 将 在 15 ,5 讨论， 在 15.6 节 将 考虑 有 关 人 员 最 优 
Sy WEL AM WS ap E Se HE RG SY A, 


fon " Po 


15.4.1 Edmond? 


Edmond 算法 是 以 Berge jg #8 ( 定理 8 .20 ) AJERIH, Berges PE dB ip 3t— pu o dk 
RAN, SAMMONS CRA RE BID. Be TP A 30 1 UU Ha 
如， 就 可 按 下 述 方法 着 手 求 得 -- 个 最 大 匹配 ， 

汰 由 一 条 相对 于 及 的 增 广 牙 径 忆 ， 就 得 到 此 居多 一 条 边 的 沁 配 避 狼 P。 对 于 这 个 新 的 
匹配 ， 找 内 一 条 增 广 路 径 ， 处 理 方法 同 前 。 如 此 继续 下 坡 ， 直 至 得 色 一 个 不 存在 增 广 路 径 
的 亚 配 为 引 。 因 此 ， 由 Berge 定 理 可 知 ， 这 个 匹配 是 最 大 的 。 

这 样 ， 这 个 问题 茜 本 上 归结 为 ， 用 有 效 方法 来 寻找 一 条 相对 于 给 定 匹配 的 增 广 路 径 。 
本 文中 最 重要 的 概念 就 是 dmona 引 和 的 “ 花 ”， 现 叙述 如 下 ; 

为 了 找 出 相对 于 匹配 焉 的 增 广 路 径 ， 我 们 必须 在 一 个 非 物 和 顶点 〔 比方 说 & ) 上 开始 
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提 索 。 如 果 存 在 一 条 从 4 到 &' 的 载 广 路 径 P CER uth), WAP, — 
4' 或 者 与 t 相 邻接 ， 或 是 与 一 个 饱和 顶点 ? 相 邻 接 ， 而 且 从 刀 到 这 桩 的 顶点 的 距离 是 一 个 偶 
将 ， 即 从 存在 一 条 妃 到 ?2 为 偶数 长 度 的 交错 路 径 。 这 就 意味 着 ， 恒 索 增 广 路 径 只 项 在 一 组 
可 供 选 择 的 项 点 集 内 进行 ， 即 从 如 到 那些 存在 偶数 长度 的 交错 路 径 的 顶点 内 进行 ， 

AA, QU, ，2V，…， 纺 是 与 & 相 贷 接 的 顶点 【图 15.10 ) 。 如 时 其 中 任何 一 个 顶点 是 
非 亿 和 的 ， 那 么 就 找到 了 一 条 增 广 路 径 、 否 则 ， 令 za:，?#:，…， 纪 是 它们 各 自在 匹配 好 
中 的 对 悍 ， 至 此 ， 可 选 顶点 集 是 由 项 点 &， wis us cs WAR REAIATA 集中 取 
出 - -个 林 检 查 的 顶点 ， 比 如 xi。 如 振 & 有 一 个 非 侈 和 的 相 邻 顶点 ， 于 么 就 找 出 了 一 条 增 
rs. 

和 否则， 假定 4 不 与 可 选集 中 任何 顶点 相 邻 接 。 如 果 21，21-…， 儿 :是 与 w, 相 R ND 
AEA MEAS, Eo BARN AU, ule wlth MADRAS, 

如 有 果 在 搜索 可 选集 中 某 个 顶点 时 ， 发 现 此 顶点 与 男 一 个 已 在 可 选集 的 顶点 相 邹 接 ， 那 
么 这 就 产生 了 一 个 奇 四 路 ( 具有 奇数 长 度 的 回路 ) 。 这 个 具有 奇数 长 度 的 闭合 交错 路 径 ， 


LN Fy 93 
| | | 
| ! | 
1 1 porie EE ü 
i [| 1 | | 
I { | i \ 
] | 
"TET M "r 
ty Va 
{ 1 
| l} 
| 1 
} l 
usd Ro 
PSG, . 图 15.11 ERER 
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were, idu. EALS PRIMARA, wu. E AT TEC, Us ty Darig Uy Vy Usd, 
WU A GkAGhznds, ADAH, u, €. =n uA AR, RAP THE, WTA 
te, VAY, RMA T ER, BY BURR T AOS RY BROKE 的 交错 路 
qa. Piin, LSP, (UD, Us, Vr Uris VEREA RARER CG 
48, WA, — RUE GE. RRL, BRE PMMA ARIMA T REM, 

#eEdmond fkt, -BERTE BUB- .个 单 顶点 来 代 蕉 花 中 的 所 有 顶点 ,这 个 新 
顶点 叫做 伪 项 点 ， 与 范 中 一 个 或 多 个 顶点 相 邻 接 的 所 有 顶点 岗 在 都 与 这 个 新 顶点 相 邻 接 ， 
子 是 我 们 得 到 了 一 个 缩减 图 。 在 这 个 缩减 图 上 ， 继 续 寻 找 增 广 路 径 。 当 我 们 又 找到 一 末 花 
时 ， 就 重复 这 个 过 程 。 

在 这 个 方法 中 ， 如 果 最 后 在 某 个 缩减 图 上 找 不 到 一 个 增 广 路 径 ， 那 么 就 意味 着 ， 在 原 
娩 图 中 ， 相 对 于 当前 匹配 的 增 /~ 有 路径 也 不 存在 ， 于 是 ， 当 前 匹配 是 最 大 的 

另 一 方面 ， 如 果 在 某 个 缩减 图 中 找到 一 条 增 广 路 征 ， 那 么 意味 着 ， 在 原始 图 中 也 在 在 
一 条 增 广 路 径 忆 为 了 求 出 路 径 P， 涡 要 通过 展开 前 面 所 得 到 的 花 来 仔细 加 满 。 

Edmond 算法 中 所 要 求 的 花 的 收缩 和 展开 ， 使 这 个 算法 的 复杂 性 为 O(n!)， 这 里 是 
图 中 顶点 的 数目 . 

Gabow 用 一 种 有 效 的 慰 号 方法 和 合适 的 数组 来 记录 相应 花 的 结构 ， 从 而 避免 了 花 的 
收缩 和 展开。 借助 于 此 , 算法 复杂 性 可 达到 O(n*)，Gabow 所 有 的 标 导 方法 与 文献 
[15.30j、[15.31] 及 [15.32] 在 匹配 算法 中 所 使 用 的 方法 相似 ， 


15.4.2 {Gabow 方 法 


首先 讨论 Gabow 算 法 的 基本 已 路 并 定义 Gabow 算 法 中 用 到 的 不 同 数组 ， 

令 给 定 的 图 有 严 个 顶点 和 琵 条 边 。 此 算法 开始 时 ， 先 给 图 的 顶点 各 边 编号 ， 顶 点 的 过 
SMI. WHS WN+2, na, oe ， Roem, 7 (%,y) MHS. WIN ry), 
REA KEMTA. 

END 是 数组 ， 其 元 素 编号 从 mr 十 1 到 # 二 3272。 对 于 每 条 边 ，BND 中 存在 两 个 包含 这 条 
边 端点 的 相 邻 元 素 。 TÆ, WRA, w) Beek, CH, MER Picicm, 
k-nc2), IRA4END(k—-1)=v, END(k)-1, EU, MuE T3 B, Hk o 
组 易于 确定 它 的 端点 。 

Gabow 算法 从 初始 匹配 开始 来 构 进 一 系列 匹配 ， 初 始 匹 配 可 以 是 空 的 ， 最 后 将 然 止 
硅 最 大 匹配 上 。 一 个 匹配 存 吐 在 一 个 则 做 MATE 的 数组 中 ， 这 个 数组 对 应 每 个 顶点 都 有 一 
AER. WAMATE(Y)=w, MATE(W)=v, WAI (v, w) 就 是 号 本 的- 

当 昌 仅 当 存在 一 条 从 妇 到 了 的 偶数 长 度 的 交错 路 径 时 ， 顶 点 史 就 叫做 固定 非 信和 顶点 
VREO, RER, RARP v Shu EHE, RICH JE de. Dp, Po 


(VV, ia , u), 这 里 (v.v, ) 是 一 条 匹配 边 ， 
如 果 扫 擅 到 一 条 连接 外 顶点 2 和 非 饱和 顶点 w' 志 世 的 边 ， 那么 算法 找 到 的 谱 广 路 色 为 
(2) *P(v) — (w, 9, vy, neu) 


这 里 。 表 示 连 接 。 如 果 育 一 条 未 扫描 到 这 样 的 边 ， 那 么 顶点 UPA) Be, 
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TABBL 是 个 数组 ， 它 对 应 每 个 顶点 有 一 个 元 素 。 外 顶点 了 的 LABREL 元 素 被 用 米 寻 找 
arf PCV), 

对 外 顶点 的 LABBE 元 素 可 以 是 起 始 标 导 、 顶 点 标 好 或 者 边 标 号 。 

起 始 标 久 ”起 始 顶 点 刀 有 - -个 起 冶 标号 ， 这 种 情况 下 ， LABBEL(z) 一 0。 这 对 交错 路 
fEPCuy= (Uy, 

顶点 标号 ”如 果 LABEL(v) =i, RHixi<n, MARKY A-THAME. BA 
况 下 ， 名 是 一 个 出 口 顶点 ，LABEL(V) 是 另 一 个 出 口 顶点 的 编号 。 路 径 Pew Cv, 
MATE(v) + P ( LABEL(v) ) 。 

边 标 号 “如果 LABEL(v)~n+2i, l<i<m, MARY ADAR. 此 时 o E 
—^Hmillis, LABEL) BERTH OMA. Che Abg ) 的 边 的 编号 。 因 此 LA- 
BEL()-N(x,y). 。 顶 点 2 的 边 标 号 全 {Y ,3 ) SERA v SIG TA scu HUE e Pe 
(xu), WAH B EH XAENGP(QO). REPOVE AJA PCORBIPQOOKOE X. m 

HvTuePODOR, &Px,v) ARPER x Sl v WEAR. HS PEU 
(PD, X — OR x Be Bre SE e. 
当 了 不 是- 一 个 出 口 顶点 时 ，LABEL(2)< DO。 开始 时 ， 所 有 顶点 都 不 是 出 口 DU. 3 
其 给 这 些 顶 点 的 LABBL 值 标 为 一 1。 

算法 还 用 到 一 个 则 做 FIRST AL, VPA, 3B A FIRST w) 就 是 
Pi 中 的 第 一 个 非 出 口 巴 点。 如 果 P(2) 不 包含 一 个 非 出 口 顶 点 ， 那 么 FEIRST(D) 置 为 0 
站 果 忆 是 一 个 非 出 口 顶 点 ， 那 么 FIRST(2) 一 0 。 

a -—4-n| Ae OUTER 的 数组 是 用 来 容 贱 在 搜索 增 广 路 径 过 程 中 所 过 到 前 出 口 页 尺 。 搜 
sk Eg se OWE PMP BR. OO OR bh BRET OE 

Gabow fk ( FRA ) H= RU ZU, PROC-EDMONDS, PROC-LABEL, 
PROC REMATCH, 

PROC-EDMONDS EEEF., ERASE A M ANER, RO 
径 。 检 测 图 的 边 ， 用 来 确定 是 设置 标号 ， 还 是 增 广 下 配 。 

当 检 测 一 条 增 广 路 茎 存在 【算法 15.5 中 了 3 Df, ADDE PROC-REMATCH, it^ f 
序 计 算 凡 了 一 个 比 当 前 区 本 多 一 条 边 的 新 匹配 。 

如 来 在 检查 边 C, yet. XT AEF i CERES). 那么 就 调用 PROC- 
LABEL, MIE x FI Y RJE (BEBM ) 。PROC-LABF 按 下 列 操作 进行 : 

I. 杰 量 JOIN 的 值 被 置 为 在 PXT) 和 了 (8 中 的 第 一 个 非 外 顶点 . 

2.P(z) 或 P( 扫 中 位 于 JOIN 之 前 的 非 外 项 点 现在 变 成 了 外 顶点 ， 给 它们 设 定 过 标号 
ies y). RPWRSERRHBNW CY, ss)Bishh Dx e TAPS — tH 

ONE -ARARE RZE A. 

3. a hears icu ie NU it 所 以 ， 对 应 于 P(z) 和 了 Cgy) 中 位 
和 于 JOIN 前 面 的 所 有 项 点 的 FIRST 数组 中 的 元 索 全 部 置 为 JOIN。 

下 面 叙述 Gabow 算 法 ， 在 每 一 步 算 法 里 ， eee 


358. 


算法 15.5 MAME ( Gabow ) 

FROC-EDMONDS 

Eo 《初始 化 ) G 是 给 定 的 图 。 台 的 顶点 编导 从 1 Bn, Viti Sy m 2, "n4, 
M QUEpIm, REPRO. MFo<i<a, ELABELG)--—1, VIRST(D —0, 
MATF()=0 ( Fiend, SpA m AEM AERA), Ww, 

E1 (GhdEBUOmDIAOE€w-url, WREN, WS, IXNMATEGSq— PRK 
PCAC. TM, tu AAD, WR, ME u RAY. Wi u mA OUTER 
Sh, BLABEL(u)=0( f$ u iE ES S. ITE IST EER). 

E2 《选取 一 条 边 ) ERRA, y) vmgpkESeEAR (x y) Ce 
EHA). WREqaPXcxicBRDA, GSR QE EZ, CHE, Wl, did 
X, RRA BRR. BES xus FERRE FAR, 
b(t, y) SHARSHARALAR. EARS JS, A XLT iS ee 
=X, ETT ERP. OP ERR KP TRA Eg, , Bj, OUTER 
数组 就 号 为 出 设置 的 ) ， 

ES 《检测 出 一 条 增 广 路 径 的 窗 在 ) 如 果 Y AR, Byte, SG 
PROC-REMATCH， 然 后 转 到 步骤 7， 

E4 《生成 一 个 花 ) 恕 果 # 是 出 口 顶点 ， 那 么 执行 PROC-LABEL， 然 后 HM a 
RE, 

E5; (ERE—TDubmE)J)uv-MATEGD. WY MAA, MBL g Es, 
如 果 v RRMA, BLABEL(v)=x, FIRST(v)-gy, HF v WA OUTER HH. dt 
FIRE, YEAS, YARAB. BPH, RANEA OUTER A 
中 注意 到 。 ) MERE RES, 

E6 《得 出 下 一 条 边 ) ABUSE (BA-ARE SHAS RH BE, WMA, 
(X, y) 不 起 作用 。 ) 


EY 《停止 搜索 ) xToxin, HLABELG)—-—1. ABBE HEL, (AF 
IS, BATON ARE RESP DUR ) 。 
PROC-LABEL 


Lo 《初始 化 ) Er-FIBST(x), s=FIRST(y), inAr—s, MR BLE, (3b 
中 不 存在 非 出 口 点 ) ,和 否则， 给 而 点 7? s M E RB. CIGSELUBILZ JG REIR E P(x) 
和 召 ( 幼 、 几 交叉 前 行 来 寻找 JOUN。 这 种 标志 就 是 对 这 些 路 径 中 的 非 出口 点 7 LETTERS. 
这 只 需要 把 LAREI(I 卫 给 一 个 负 的 边 编号 即 可 Jp $8, BP LABEL(r)=—Ncx, y). X 
样 ， 每 次 调用 PROC-LABEL 所 用 的 标志 值 都 不 局 ) 。 

Li (ACRE, ) MRS 0, seta fils. (ri—gQpmgümibk ODN, xo 
ib 3PorysPQODY» B, ) 

L2 (sunu m.) Wr-FIHST(LABEL(MAYE(r)). (rix 
POORPCY PASE SEU OD, NE r ERR, MAMA T nb. Jt$6 到 步 
WL, GR, WHJOIN—r, CBORIMOIN, )£68j3 L3, 
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L3 (P(x), PCy) PIAS, B x JON RE yR JON 之 间 AE 
GS NARR RE, MN, y), )JGES—FIBST(x), Jt3EfT RL 操作 ， 然 后 
By-FrFIBST(g), UES RL, FRU Be RL. 

L4 (给 非 出 口 丁点 标号 ，) mM Rv—JOIN, M € LABEL() -N (x, y) 和 
FIRST(v)= JOIN, Jtfgv 加 入 OUTER 数组 。 Mj E v— FIRST ( LABEL ( MATE 
02) ) 。( 得 到 下 一 次 非 出 口 顶点 , BSA RL. AW CBIS-JOIN, Tz 是 
对 有 关 路 径 中 所 有 非 出 口 顶点 设置 边 标 号 ) ， 按 步骤 L3 规 定 的 继续 进行 ( 即 返 回 步 
又 L3。 ) 

L5 (修改 FIRST) 对 于 每 个 出 口 项 点 ,如 拱 FIRSTC7) 是 出 口 顶 点 , 则 t FIRST(i) 
—JOIN ( 即 JOIN 是 PC(i) 中 第 一 个 新 的 出 口 顶 点 ) 。 

L6 ( 边 标 号 结束 ) 终止 程序 。 

PROC-REMATCH 

RO (FHA EI ) 按 下 述 步 又 计算 PtX)， 

T HUR x — PXLACEEN (v, w), ， 则 计算 P(v) 和 PC(w)。 ete F Pw), BA 

P(x)= ( revP(v, x)) * P(w) 
eM, 
P(x)= (revP(w, x) ) * P(v) 
2. 如 果 有 一 个 顶点 标号 ， 那 么 
P(x)—-(x, MATE(x)) » PeLABEL(x)) 
办 此 ， 增 广 路 径 已 .由 十 式 给 出 
P,=(y) « P(X) 

RT 《 增 大 当前 匹配 ) 从 当前 匹配 中 ， 移 去 P, 中 所 有 匹配 边 ， 并 把 它 加 入 到 已 . 中 pr 
有 非 匹配 边 ， 就 得 到 一 个 新 的 匹配 。《〔 即 ， 如 果 M 足 当前 匹配 ， RAMOP METRY 
匹配 。 ) 适当 修改 MAYE 数 组 中 元 素 ， 结 束 程序 。 Lj 

Hos. LAME, JOAN AN RRIREREMMR LAK Bae 
AK dE RW 出发， 以 未 找到 增 广 路 径 而 终止 ， 令 3S, 表 示 这 次 接 索 ， 对 顶点 4 的 
Hungarian FAH & — ARH TA: EREA TSAI IR PUES A E 所 
有 顶点 。Edmonds 在 文献 [15.28j 中 指出 ， 在 搜索 S, 之 后 ， 可 以 不 考虑 Hungarian 子 图 HH。 
在 算法 15.5 中 可 修改 步骤 E2 如 下 . 

E2' 《选取 一 条 边 ) 选取 一 条 边 ，…。 如 果 这 样 的 边 不 存在 ， 则 转 到 步 又 El1. 
We, ARE, 导致 了 步 台 E7 姑 对 于 S, 之 后 要 被 跳 过 的 顶点 不 进行 标 续 。 

如 果 图 没有 完全 匹配 ， 这 个 修改 将 使 算法 加 快运 行 ， 但 是 ， 它 却 不 能 改变 最 杯 情况 下 
HAROM’), 

有 关 算 法 15.5 的 复杂 性 的 讨论 以 及 正确 性 的 证 明 ， 可 参阅 文献 [15.291, 

现在 举 钢 说 明 Gabow 标 法 。 

在 图 15,12( a ) 所 示 图 中 ， 对 于 虚线 所 表示 的 初始 匹配 ，Gabow 标 法 按 如 下 进行 ， 

起 始 顶 点 为 10。 在 外 项 点 10.16.13,11 和 2 上 完成 了 搜索 之 后 ,搜索 图 如 图 15.12( b) 
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1 4 14 

| | | 

| | 

1 | | 

D n bz 
5 8 7 
| "E 
! | [ 
- eb bs 
ii 
E 15.42 
% 15.2 3» 15.3 

We LABEL FIRST 项 点 LABEL FIRST 
t -1 0 i N(9,5) 3 
2 16 14 2 16 14 
3 -1 0 3 -1 0 
4 ~1 9 4 NO,5) 3 
5 -E 0 5 N26 3 
6 13 8 6 13 3 
7 -1 0 T NO,S) 3 
£ -1 0 z N(12,6) 3 
9 n 7 .9 li 3 
10 0 0 10 0 0 
11 16 4 H 16 3 
iz 13 5 12 13 3 
13 36 1 13 16 3 
14 -I 0 14 -1 0 
15 -1 0 JS 一 1 0 
16 io 3 16 l0 3 


wR, 3k—d:b, LABELAFIRSTHKA GTR, WIS. LHR. 

OUTER R 4 RAN WAWUF Æ, 16, 13. 11, 2, 12, 69. 

SBR TRB, PMU (12.6), AMBBE (13, 5, 12, 6, 8, 13). ， 现 在 ， 
LABEL 和 FIRST 元 素 变 更 如 下 ; ; 
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LABEL( 5 }= LABEL( 8 )=NC12, 8) 
FIRST( i )-1, #=5, 12, 6, 8 
顶点 5 和 8 MA SJOUTERRA F. 

其 次 ， 当 搜索 到 顶点 OBL EAA (6,5), MTR ER T—-RHE (6, 5, 12, 6). 
但 是 ， 这 米花 中 的 全 部 顶点 都 蕊 是 外 项 点 ， 所 以 没 旧 什么 可 改变 的 了 。 

eH, WRMAD. 。 检 测 边 (9，5 )》， 从 而 生成 了 花 (9, 7, 11, 4, 16, 1, 13,8, 
6, 12, 8, 9). X EE — UICE T US ARLABELAFIRSTRA, HABRA, dm 
dii5.3BfoR. 

目前 ,OUTER 数组 包 合 的 顶点 师 序 是 (10，18,，13, 11, 2, 12, 8, 9, 5, 8, 1, 7, 
4). 

OUTERZt JL HAMS AHAB, HEBOUMARRUTLSGEG BUR. TEM 
53051854, OUTERGSA T AMAR fI INI DURS. SRA Pp eM (1,25), 
Ait Rises AK, Ai, RAT RARE. 

RI BREE (15) * PC 1), 

用 步骤 RD 给 出 的 程序 米 计算 P( 1 ) 。 顶 点 1 有 边 编 导 N(9，5)。 所 以 计算 PCI10, 
要 用 到 Pt 9 ) 和 了 P( 5 )。 进 而 ， 因 为 项 点 5 有 边 编 号 N(12，6)， 所 以 计算 P(t5) 要 用 到 
P12) MPC 6), 

项 点 12 有 一 个 项 点 标号 ， 所 以 

P(12)—(12, MATE(12)) + P(LABEL(12)) 
=(12, 5) « P(i3) 
=(12, 5)+ (13, MATE(13)) + P(LABEL(13)) 
=(12, 5, 13, 1) * P(18) 
—(12, 5, 18, D * (16, MATEG6,)) + PCLABEL(H$3) 
=(12, 5, 13, 1, 16, 3, 109 
类 似 地 
P(16)=(8, 8, 13, 1, 16, 3, 10 
和 
P(9)=(9, 7, 11, 4, 16, 3, 1) 
因为 顶点 5 位 于 PC(12) 上 ， 
P(5)-(revP(12, 5))* Pig) 
=(5, 12) * (6, 8, 13, 1, 16, 3, 10) 
—(5, 12, 6, 8, 13, 1, 16, 3, 10) 
现在 发 现价 点 ! 位 于 P(t 5 ) 上 ， 于 是 
PC L)=CrevP(5, 1) « PC9) 
—(1, 13, 8, 8, 12, 5) * (9, 7, 11, 4, 16, $, 10) 
=(1, 13, 8, 6, 12, 5, 9, 7, ll, 4 18, 3, 18) 
从 而 ， 增 广 路 径 为 
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(15) * PCL)-— (15, 1, 13, 8, 6, 12, 5, 8, 7, 11, 4, 16, 3, 10) 
增 广 之 后 ， 我 们 就 得 划一 个 册 边 《15，1)、(13，83)、(6， 12), (5, 9), (7, 
11), C4, 16), (3,10) 和 (14，2 ) 组 成 的 新 的 弄 配 。 因 为 图 中 所 有 顶点 在 这 个 匹配 
中 者 是 乱 和 的 ， 那 么 它 是 一 个 最 大 匹配 (事实 工 ， 也 是 一 个 完美 匹配 ) 。 
文献 [15，33] 和 [15，34] 对 于 加 权 匹 贾 癌 题 讨论 了 一 个 有 效 算 法 。 
文献 [15.9] 相 当 详 加 好 讨论 耻 配 及 有 关 问题 。 


15.5 二 分 图 中 的 最 大 匹配 


寻找 二 分 图 的 最 大 匹 本 局 题 有 将 广泛 的 应 用 ， 例 如， 它 作 为 求 鲫 Hitcheocg 运 输 问 181 
文献 115 .1 中 的 一 个 子 问题 。 进 而 ， 时 问 诊 的 安排 在 特殊 情形 下 岂 乌 含 把 二 分 图 的 进 焦 划 
分 成 互 不 相交 的 匹配 。 和 守 求 划分 中 的 元 素 ， 上 反 过 米 又 需要 求 出 二 分 图 中 的 景 大 死 配 。 参 阅 
X. 15.35], 

BP Ee BN a IY AB, MATRAH REEERE,  HopcroftEKarp 1E X 
SR[is.36 d E. WHE STORER. AHORA, Kan eA 
pe hy ae 

他 们 方法 的 基本 思路 是 基于 他 们 对 匹配 理论 所 做 的 、 有 意义 的 贡献 。 本 节 将 讨论 这 些 
贡献 福 亿 们 的 二 分 匹配 算法 。 


15.5.1 Hoperoft 和 Karp 方 法 的 基本 思路 | 


目前 所 给 出 的 最 大 匹配 算法 ， 总 大 从 一 个 下 号 (不 一 定 是 电大 的 ) 开始 ， 通 过 确定 增 
广 路 径 来 得 到 - -个 具有 有 更 大 基数 的 四 配 ， 如 果 存 在 的 话 ， 增 广 路 径 的 选取 可 按 任何 方式 进 
行 ， 这 些 算法 的 复杂 性 是 O(n*)、Hoperoft 和 Karp 己 证明， 如 果 增 广 是 沿 着 最 短路 进行 ， 
那么 就 可 在 O(zxe97 阶 段 内 得 到 一 个 最 天正 配 ， 这 里 每 个 阶段 部 包括 寻找 一 个 对 应 于 某 个 
匹配 的 顶点 不 相交 最 旺 增 广 路 径 的 极 大 集合 。 赴 徊 证 明 这 一 结论 。 

令 M 是 一 个 匹配 ， 如 果 忆 在 所 有 对 应 于 了 将 增 广 路 径 中 的 长 度 节 小 ， 则 增 广 路 径 刀 电 
fet NEE MEH E. 

引 理 15.3 RMANRE CPM TEM, WRM Ss, INI oT, Ar >s, BA 
MONEDORT r—sAXCEMBAE SRI RE. 

证 明 | 
考虑 G 在 边 集 合 MI@N 上 的 导出 了 图 G'。 由 定理 8.19，G' 的 每 -人 连通 片 或 是 : 

1 一 个 偶数 长 度 回路 ， 它 的 边 交叉 出 现在 开 一 全 生 -4 中， 或 是 

2. 一 条 路 径 ， 它 的 边 交叉 出 现在 六 一 和 入 一 M 中 ， 

AG 的 片 为 C,，C:，…，Ca， 这 里 每 个 CI 都 月 顶点 集合 Vi 和 边 集合 也 。 令 

8(CD)= |E, AN] — 1E, MI 
MOC IRIEL. R0, R1, RHE, (CU 1 ， 当 且 仅 当 C, 是 对 应 于 M I 
BEB, 
现在 ， 
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X&co- IN-M| — |M—Nj = INi — (Mj —r—s 


于 是 ，G' 至 少 有 ?一 s 片 ， 使 得 8(C,) = 1 。 这 些 片 是 顶点 不 相交 的 ， 目 每 一 个 片 都 是 对 应 
FMO- RM BE, " 

引 理 15.4 RME—TOR, & [M] = + ， 并 假定 最 大 匹配 的 基数 是 s 。 那 么 存在 一 
条 对 应 于 用 的 增 广 路 径 ， 其 长 度 至 多 为 | 


rE 


证 明 : 
Ss#-TRATE, WADAS, MO s SIR XS-TAOUSCT MB MARME 
《 从 而 也 是 边 不 相交 ) 增 广 路 径 。 SERB HRAAR MAUR Ra re. UH 
T 


条 路 径 至 多 包含 5 条 了 的 边 ， 从 而 它 至 多 有 2 |) 十 1 条 边 ， 口 


317815.5 RME-PLA, PJEXI PM NM RE, WP’ 是 对 应 于 放 BP 的 
MB. WS IP'| > IP) + IPAP, 

证 明 

*N-MQPQP', RANE—TLM, HIN = |M +2, Ait, MONG SHAH 
WT MADR PAR EP AP, 

AAM@N=P@P', RU POP > JP, + |P. ARPA Re, WIP] 
> IPL H |P:| > IPL, Wi (P@P'| > Pi] + [Pu >2 Pl. Baek IPIDP'] = [Pi + 
IP'| — POP}, W4 [P| > |P] + PAP, O 

HE: WAM, OFF. HWA- RIEREM,, M,, e, Mus, eu XEM, = 
MOP, BP,ROIRCPM RRA E, NEAL HESIZE 15.5, YER Pau) > PH IP, 
NP,,| 。 于 是 有 下 面 的 结论 。 

引 理 15.6 PIS [Pal LJ 

定理 15.4 对 于 所 有 的 主 和 于， 并 使 得 也] = |P| ， 则 Pi 和 忆 是 顶点 不 相交 的 。 

证 明 

用 二 出 闻 盾 加 以 证 明 。 

Be | 也 | = JPI, i<j, BPAP RADARER. BARER, HEIS k 
i<j, PAP ERATE, HAN, krci, P, ESPAD REM, 
那么 PP, 是 对 应 于 MDP 的 增 广 点 径 ， 所 以 PS iP] t PAP. i iPs| = Pl. PE 
以 PCP = 0, PË, PAP AAU. HA. WRPLAPAAKKRY, RAEM, 
做 Ps 中 与 5 相关 联 的 边 对 P 利 P: 也 将 是 公共 边 。 于 是 ，P: 和 Pi 起 顶点 不 相交 的 ， 并 且 得 出 


了 一 个 矛盾 的 结果 。 . g 
下 面 是 本 节 的 主要 结论 。 
定理 15.5 os 是 最 大 匹配 的 基数 ， 在 序列 |P,| Pil. [Pd, B. om € 


HH AAD Tee Fels 14-2, 
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证 明 
&r=ts—J/s}. WAM] =7， 并 由 引 理 15.4， 
1s—4/ 8] 


IP.) <2 Goss. )1«2€ sil 
于 是 ， 对 每 个 i<r?， (PI EDTRE PI S4 s+ AERE REM. TH 
IPa[, ns [PLE ERE AR 出 s 一 ?一 [ws PRM BR, SAR P, Pal. oF 
T MRA RA DP R SETDM S es 1c 2lvs H2. E 


根据 引 理 15.6 和 定理 15.4 及 15.5， 可 以 把 序 列 M,, M,, M, RARER E ik 
2s j 十 2 个 阶段 组 成 ， 并 使 得 每 个 阶段 中 找 出 的 增 广 路 先是 顶点 不 相交 的 ， 且 有 相间 长 
度 。 因 为 -个 阶段 中 的 所 有 增 广 路 径 都 是 顶点 不 相交 移 ， 所 以 它们 也 是 阶 和 家 起 始 时 匹配 所 
对 应 的 增 广 路 径 ， 这 使 得 Hoperoft 种 Karp 提 出 了 下 面倒 述 的 计算 最 大 匹配 的 男 一 方法 。 

S0 KARTS ERM, HM-pg., 

S1 41 MAU NT MYR KEHEE RERA TFIEQ, Qe 

s QU 的 最 大 集合 ， 

LF, O.BYNFM MRR RE, BIO) =1M), 
2.@; 是 顶点 不 相交 的 。 

MEARS, Nb, 

S2 #M=-MOO,60,08--OQ,, 381, ， 

出 前 面 讨论 可 见 ， 上 述 计算 的 Si 和 S2 最 & MAL / Ss J+ eu, WOT, stum. 
计算 复杂 性 主机 取决 于 实现 8$: 的 复杂 性 。 对 于 一 般 网 络 ， 实 现 这 一 步 是 相 当 复 Aus. W 
为 它 需 要 产生 对 应 于 一 个 给 定 匹 配 所 有 的 增 广 路 径 ， 然 后 再 从 中 选 出 顶点 不 相交 最 短路 径 
的 本 大 集合 。 

然而 ， 在 二 分 图 的 特殊 情况 下 ， 可 以 在 On) 时 间 内 实现 S1， 并 使 这 种 特 呈 图 的 计算 
复杂 性 成 为 (mw 人 *)， 在 以 下 部 分 ， 将 讨论 由 Hopcroft 及 Karp 指 出 的 这 一 结果 ， 

15.5.2 JHoperoft 及 及 arp 求 最 大 二 分 瑟 配 的 方法 

令 忆 是 具有 二 划分 (X,Y) 的 连通 二 分 罚 ， 我 们 把 入 中 元 素 当 作 男 孩 ， 立 中 元 案 当 作 
女孩 。 

前 面 提 到 的 Hoperoft 及 Karp 的 Si 的 实现 有 两 步 。， 如 果 匹 配 必 不 是 最 大 的 ， 则 第 -- 步 
构造 出 G"， 并 使 得 对 应 于 训 的 最 短 增 广 路 径 与 G* 中 起 娘 于 自由 女孩 、 而 终 LF BBESX 
的 有 向 路 径 一 一 对 应 。 第 二 步 构 造 中 G* 中 极 大 的 一 组 顶点 不 相交 的 有 向 RE, ORR de 
给 二 了 GG 中 对 应 于 居所 要 求 的 最 短 增 广 路 径 。 

AGHI F: 

首先 给 G 中 的 边 标 定 方 向 ， 使 得 对 应 于 居 的 增 广 路 径 恋 为 有 向 上 路径。 这 只 要 非 匹 配 边 
从 女孩 指向 勇 孩 ， 匹 配 边 从 男孩 指向 女 蓝 ， 即 可 办 到 。 令 恕 表示 形成 的 有 向 图 

令 工 ,为 自由 男孩 集合 ， 而 与 ,相关 联 的 边 都 是 未 匹配 的 ， 郑 从 女孩 指向 男 防 。 

现在 考虑 女孩 集合 上 ,， 并 使 得 每 一 个 女 按 至 少 与 ,中 一 个 男孩 间 存 在 一 条 有 向 边 . 
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WEESL ELAA- THAR, EAGIRERSI—AMITBAS Ko PM 
H ARER RB KEL, SLRRL PA ASA, EDRCRYERL ML, HAH 
Xn "tA. SORBQEIG'UE WAPOL UL, AGRE, 

Bij ( MURL, 不 包含 PAK), SE REL, AL RA, LBL 
KOM RS, SEARCY, PERL AES, BEALL, 

d, BREWIN ARAL,, Ly, e, Li MWBAE,, E. o, Es, ME 
SRAMMEL,, Ly, L.ohüpemd elo. EAREN 5 Da 中 一 个 
naa 

QOL. 4 至少 包含 了 - THAR, MARRET BORE, MIAP MIS 
ACRAS RU PAR Rok 1, Oli iba PAM GS, E ERD. f Das 
AF Vo 

BU. RES RKE SE RR ML ARE, Lee ,是 了 441 中 
LORRI G, Een SADC, 

RRR, ERRERA KARTAZ RR 
Stk, aa SPOR CREM, EET, BULB. 有 要求 的 车 
GA tie R&C L, UL, U- UL, UD, ) MER CE, UE, Uw UE, UES). 

2.886 L, NERS, DRED SL ARASH, BRIM SE 
UP REE M OR, FE, DORMER AW. 

G>H FIERT A 

LAUPAMG. Dobie. AM, Lab Beem, 

DNPH P, Gee BAL, EET AUREL 8 ROS 

3. Gp 28 qr [eL BE 
4. Gri xt SLM BSG rj boe E rte LAE A- F1 rh ELI E DL RS 
— TN, : 

Shug, MEG WEE BOC), WEEM e. AGI LAA RL RAR 
AAR SOP EG* BRT G ri SAE TA MONE LA Ay MI HY RC 
4, O' ix og AR RTRUS RCON b yy EE SIE, PL, RIE 
SURRLS atA A 

35d d 5 Hoperoft Karp. RACK EAA. RE, BORD 定 BEE 
iis, HERRERA. PROC-HOPK ARPMPROC-AUGMENT, 

PROC -HOPKARP 280%. MEM, BAMA OAK, WERE, AE 构造 
iC* 3639 HPROC-AUGMENT, ， 

PROC-AUGMENT 产 生 一 个 G* 中 项 点 不 相交 有 向 增 广 路 径 的 极 大 集合 ， 并 进行 必 
要 的 增 广 。 在 这 个 程序 中 ， 每 一 次 执行 时 所 构造 的 增 广 路 径 对 应 于 在 序 列 P,，P,，… 的 
f —l LP MET Be 

在 PROC-AUGXMENT 中 ， 当 生成 一 条 路 径 时 ， 我 们 就 用 匣 组 PATH 来 存 迪 这 个 路 径 
上 的 顶点 、POINT 是 一 个 变量 ， 它 指出 PATH 中 的 顶部 元 素 。 


pr 
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算法 15.6 HASH ( Hoperoft 和 和 Karp ) 

PROC-HOPKARP 

Hi GAZ uYOB AE. SM iS, MM=ø, i-o. 

H2 UNGER CXESCT M.) 指定 其 方向 为 从 女孩 指向 男孩 ， 并 且 对 
AA (MMM, ) 指定 其 方向 为 从 男孩 指 身 女孩 ， 来 由 G 构 造 有 向 图 他 | 

HS 令 工 ,是 对 应 于 了 斑 的 身 由 男孩 集合 。 如 果 工 , 非 空 ， 则 转 到 步 SEHA, WR, (ib 
(EM UK). 

H4 HEF RPAWEGHMRRAVATRPAL,, L, ARSE YR 7l 
E, E,, ee 
1.E={(u, wo] (u, WEE, veL, uéL, UL Ue UL} i=0, 1, 2, oe, 
2.L,,—(Qu| Ho, (Qu, VEE i=0, 1, 2, e, 
3.m* -minti LN (H HEAD}, 
H5 Rem Sew, BW, AM, Buk, CRB ECYOM, 0] DO 
WM, BRK GRE). 
He HutGmprREG*-(V*, E*), xxx 

V*=L UL, Ue UL. U (LU CARE ) } 


pg 


以 及 
E*-E.UE,.U--UE , UU, vl vel, ,和 YE{ 自 由 女孩 }}。 

H7 执行 程序 PROC-AUGMENT， 然 后 转 到 H2. 

PROC-AUGMENT 

Al 置 POINT= 0 ( 清除 数组 PATI )。 选 取 G* 中 一 个 尚未 标 上 “已 检 ” 的 自由 女 
BYU, HARE BAD, üuiDRfpXEXERERU EE, MEIRAS, 

A2 yik “Om” | #POINT=POINT+ LRIPATH(CPOINT) =y (u £i 被 放 入 
数组 PATH 的 项 部 ) 。 

AS 选取 尚未 标 上 “已 检 的 边 ( XX，Y# ) ， 并 转 到 步 又 六 5， 如 不 存在 这 样 的 边 ( Füju 
天 点 如 不 能 得 到 增 广 路 径 ) ， 则 进行 下 列 操作 ， 

1. 洛 POINT=1， 则 转 到 步 又 太 1， 

2, 若 POINT> 1 ， 则 转 到 步骤 入 4。 

Aj WPOINT=POINT—2, y=PATH(POINT), ( 移 寺 数组 PATH 顶 部 的 两 个 
XE. ) APRA, 

AS (y jit "EH" , MELA CR? (FERRER RR 
径 ， 或 者 X 不 经 过 这 种 路 径 ) WHS RAS, BM, Aii "nde, HE POINT= 
POINT+1, PATH(POINT) =x ( 现在 x 被 改 在 数组 PATH 顶部 ) 。 

和 6 如果 Y 对 竹本 ,是 站 由 的 ， 那 么 转 到 步 双生 7。 SU. $y—xfW RR. F 58 到 步 
HEA, : ` 

A7 现在 找到 了 一 条 对 应 于 是; 的 增 广 路 径 。 卫 的 顶点 是 PATHCI)，PATH(2)， 
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, PATH(POINT), EM a =M DP, CM, 238) Zea). Risi+1, # 
转 到 步骤 Al1。 
As 《(G* 中 新 有 项 点 不 相交 最 短 增 广 路 径 都 已 找到 ， 相 应 的 增 广 也 已 向 完 ) ， 终止 
程序 ， o 
AEB, IG PROC-AUGMENTIS A RELON), WELT, WAG 
AG PROC-AUGMENTIR A-K, ERRES., FLAO AH E. AT 


可 知 算法 15.6 KARHE O(n), 

举例 ， 考 虑 图 15.13〔a ) 所 示 图 G， 这 里 由 线 表示 匹配 M 中 的 边 。 图 中 女孩 前 编号 从 
1512. STABSAQB M — 1 到 一 10。 

BOUGHT, WTAE, WNA 从 男 Ba 
孩 。 边 的 方向 示 于 图 15.13(a ) 。 


Ls 
E, 
| 1 5 h 
] | 
[ 
1 t 
i n ds n 
| | i 
E . -74 -8 i 
E, 
5 
9 n 
ib) 
. IB 15.13 
RBA, WRRAL,, D. L, Lm. 
L,={-5, —6]) 
L,={1, 4, 5} 
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L,-(—7, —& —9} 
L,-(8, 8, 9, 11} 
现在 m* 一 3 ， 因 为 ,的 项 点 8 和 8 不 是 自由 女孩 ， 所 以 它们 不 会 出 现在 图 G* 中 ,对 
应 于 及 的 图 G*， 如 图 15,13( 5) Ba, 
注意 ，G* 中 仅 有 两 个 增 广 路 径 。 但 是 ， 它 们 不 是 顶点 不 相交 的 。 所 以 ，PROC-AU- 
GMENT 对 于 起 始 匹配 机 的 阶段 ， 仅 产生 一 条 增 广 路 径 。 如 果 { 一 6，5， 一 9，9] 是 一 条 
已 产生 的 增 广 路 径 ， 那 么 增 广 之 后 就 得 到 一 个 新 的 匹配 ， 其 中 ( 一 6,5 ) 和 ( 一 9.9 ) 是 新 
匹配 边 。 在 M 中 是 匹配 的 的 边 ( —5, 9), ， 现 在 变 成 了 非 丐 配 边 。 
为 进一步 阅读 ， 我 们 推荐 文献 [15.37]， 此 文献 指出 ， 作为 一 般 结论 的 特殊 情形 ， 二 
分 图 中 的 最 大 匹配 可 在 O(n 人) 步 内 构造 出 来 。 
文献 [15.38- 对 一 般 网 络 中 前 最 大 匹配 ， 给 出 了 一 个 O(n 他) 算法 。 这 个 算法 用 到 了 
以 广度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 为 基础 的 技术 。 算 法 还 用 到 文献 [15.29] 和 [15.36] 早 先 介 
绍 的 一 些 思 路 。 


15.6 ”完美 苞 配 、 最 忧 分 配 和 时 间 表 的 安排 


本 文 将 讨论 坛 优 分 配 和 时 间 表 的 安排 问题 ， 研 究 这 些 问 题 包含 了 匹配 理论 。 要 得 到 一 
个 最 优 分 配 ， 第 … 步 就 需要 对 一 适当 的 二 分 加 建立 洛 美 匹 写 ， 从 这 个 角度 出 发 ， 我 们 先 讨 
论 建立 二 分 图 的 完美 匹配 的 算法 ， 


15.6.1 Ane 


考虑 下 列 人 员 分 配 问 题 。 在 ?个 可 雇用 的 工人 ， 这 些 工人 对 其 中 一 项 和 ?# 项 工作 是 称 
职 的 。 我 们 的 兴趣 在 于 知道 我 们 是 否 能 对 所 有 这 些 工 人 分 谍 工 作 ， 每 个 工 人 分 配 一 项 工 
作 ， 并 旦 他 们 对 所 分 配 的 工作 是 称职 的 。 在 一 个 二 分 图 G 中 ， 如 果 我 们 用 顶点 集合 和 = 
(X,, X,, +, SRR LA, JHB—-tTMABSY=(y., ve, vs Yn} 来 表示 工作 。 
当 且 仅 当 工人 xz 对 工作 纺 称 职 时 ， 图 中 蕊 与 妨 相 连 。 那 么 显然 人 员 分 配 就 是 寻求 图 G 是 次 
有 一 个 完美 匹配 

对 这 个 问题 求解 的 一 个 方法 可 能 是 应 用 算法 15.6 来 求 一 个 最 大 匹配 。 如 果 这 个 匹配 包 
括 儿 条 边 ， 那 么 则 表明 图 中 有 一 个 完美 区 配 ， 并 且 所 得 到 的 最 大 匹配 就 是 完美 匹配 . 

上 述 方法 的 主要 缺点 就 是 ， 如 果 图 没有 完美 区 配 ， 逆 人 么 我 们 只 能 在 过 程 结束 时 才 知 
道 ， 现 在 我 们 来 讨论 一 种 算法 ， 它 或 者 是 求 G 的 一 个 完美 匹配 ， 或 者 是 当 它 发 现 . -个 满足 
FFCS)< ISI 的 的 子 集 8 时 则 停 正 ， 这 里 I(S) 是 与 5 中 顶点 袍 分 接 的 顶点 集 ， BR, d 
Hallg38 ( 定理 8.13 ) ， 后 一 种 情况 不 存在 完美 匹配 。 

这 个 算法 所 包含 的 基本 思路 是 非常 简单 的 。 通 常 ， 我 们 从 一 个 初始 匹配 取 开 始 。 如 果 
政 使 藉 的 每 个 预 点 都 达到 饱和 ， 那 么 聘 就 是 我 们 要 找 的 。 否 则 ， 作 为 一 般 情况 ， 我 们 选取 
及 中 没有 饱和 的 顶点 人 和 ， 并 系统 地 搜索 一 个 从 妈 出 发 的 增 广 路 径 忆 。 在 寻找 这 样 的 上 路径 P 
人 时， 记 下 从 集合 区 中 所 选取 的 顶点 数 、 它 们 的 邻居 数 ， 以 及 从 集合 中 选取 的 顶点 数 . 

网 的 二 分 性 为 我 们 保证 了 在 搜索 期 间 不 会 得 到 奇 固 路 ， 从 前 不 会 开花 。 正 如 我 们 在 
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15.4. UE BEL, ARC EP A es I AMEER E MA, I 
SeSTE4EJEOT HE RA RATA. Rg Hungarian., FEI. WARRT 
—AM WE, MIM TIO EO IL TESI I ERSTE RC, A BS P Be X ne HELP X 
£T Mita RIOT. WHEE. XRickíef XI «EOSCX. 
KAERT Sc ORE BO TELE] ERE. 

AMO Gri lE—A VA, WR us XP B TR, 

Lea HINES: HO 

29ST HRT RAO, MH US D BUDE E48 EM SH ( 即 一 条 与 MARE 
RATS). NDA. Gaim ROV U u WAM me t b, 

AUDI SAX ANAL, JE TAREE URBI Y HESTE. 

EAEN MAR, BY. HROAWAY, ARUP. TORRE 
Bre (ORE RE. 

1 五 中 涂 刀 以 外 的 所 有 顶点 谈 筷 和 ( 例如 ， 见 图 15.14 (0 ) ). 

2. 五 包含 一 个 异 于 羽 的 未 狗 和 顶点 (例如 ， 见 图 15.14( b ) )。 在 这 种 dE LT, x 
在 一 条 洋 广 路 径 ， 从 而 可 得 一 个 新 匹配 ， 


{ | [ 

i | i 1 

1 1 | 1 

n $ 
1 [ 
| l l i 
n 1 H 4 

m 153 


FA 15,14 "ESSE NT 


在 第 一 种 情况 下 ， 或 者 TtS) 二 TT， 或 者 TOT(S)， 

la.T(S)=T, BE BER t, S= IT 十 1， 所 以 在 这 种 情况 ， 我 们 有 人 (8)| = 3S) 
—1, MARS STRE HalitEBPSCKBUSXARAR. Ah Be: 台中 没有 完美 
ye, : i 
玛 ,TCT(S)。 所 以 在 了 中 存在 一 个 原点 ， 但 不 出 现在 T 中 ， 却 出 现在 TC(S) 中 ， 令 该 
顶点 了 与 S 中 的 顶点 X 相 分 接 。 如 果 y 被 包 和 ， 并 以 顶点 Z 作 为 其 配偶 ， 那 么 就 通 过 增加 项 
myWz, URA X, y) W(g, 2) 来 增 广电 。 这 时 ， 我 们 就 回 到 了 第 一 种 情况 。 du 
是 未 饱和 的， 则 通过 增加 顶点 如 和 边 ( xX， ) 来 增 广 总， 就 得 到 了 第 二 种 情 癌 ， 玫 中 从 
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UA U FO 1936 — SMBS Be, 

以 上 所 描述 的 方法 表示 在 下 列 算 法 中 。， 

算法 15.7 完美 匹配 

Si 4GXZRd4-XA CX, YO. HIX = | 了 | 的 二 分 图 M&S SER. BM, 
=ø, i-o, 

S2 MREMEM T. XUNG USER, WIE (MB Gas UM, ) 
TPW), ERXPH- PRMD AU. X€mS-O) Tag, 

-S3 WRTG)-T, WIE. (SE [TOL « [IS]. MIG 中 无 完美 匹配 ， ) 否则 ， 
ATS -TH 3e — 4r AY. 

SA ”如 果 g 在 项 ,由 未 被 饱和 ， 则 转 到 Ss, Ti, zey h (& S=Sy(z}, T= 
TUty}, BARESI, 

S5 (fm T—:iW) o) mM, = MOP, isiti, ajs, 口 

Hp, SERS.  ) BERG IAG, A WAM RK. A 
JA EM RA, MERKRA US WA Mee, AEE TH PS. y 
Xa, YRS, TR IL ROR AE, AE. (5), Ria. BO MR BRT 
的 匹配 ， 见 图 15.15(c ) 。 

dEXX-— PEAT, RA, DUE, AR, SFR le 为 根 Ego 
fW. KRE. (d) RM, PES fe dx — Ep E T(OS)—T, 这 里 $= 
{X,, X, X, X,}, T={y,, Yrs Us}, “DARK fee RU aT RE BE — B NI. PAL 1 
15.15 ( 6 ) 所 示 疼 没有 完美 是 型。 — 

肝 ， 我 们 对 于 求 具 此 特殊 性 质 的 完美 匹配 同 兴 趣 ， 文 献 [15 .39] 计 论 了 用 于 此 奖章 
题 的 一 个 算法 。 


15.5.2 Rsm 


考虑 这 样 一 种 分 配 问题 ， 其 中 每 个 工人 对 各 项 工作 者 称职 。 这 里 最 然 可 以 给 每 个 工人 

AFRL—SULfE, Ouf, RMA, AnD TAM NUL). XXE, ERI MCA 
VC ALE OT AB — A. HATTA mi PAPER, YEXXPREEGRCT. RLSM eg 
Mak, BS BLAM HLA RBG, SUE, DE AM RIAA, OR 
这 祥 的 - -种 分 本 问题 ， 称 为 最 优 分 配 包 是。 

这 个 问题 的 二 分 图 是 一 个 完全 二 分 图 ， 即 如 果 和 = (Qs, x, o, RELA, Y= 
Ye Yo cs URRIN, MAM THA EAT, xy 相 邻 楼 ， 问 时 ， 我 们 对 每 条 
W (Xa  ) RFP, = (2,9), RRL ALT Hy ROR (DUE? SR 
BHO). MA, LMR, RTM BMT ROT ARR. RM PU 
Me Be eu. 


[15.40]. [15.41] Se iB. TTR CARES 235 PEAS n dei voe ER NIC. 
一 个 可 行 的 顶点 标号 是 一 个 在 集合 XUY 上 的 实 偶 函数 了 ， 并 使 得 


ta 
“i 
~ 
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tb} 


^ 


15.15 


fir faDzwo,y)), WHC XPYCY 
MA, f(r) 就 叫做 顶点 的 标号 
例如 ， 下 面 的 标号 是 一 个 可 行 的 顶点 慰 号 函数 
F(x)=max{w(x,y)}, Xxc X 
faneo ÉycY 
Stan, ix 8 dEYeYt—-4 nib A XU EE TION DR SE, 

对 于 茶 一 给 定 的 可 行 顶点 标号 了 ， 令 ,表示 G 中 所 有 满 是 了 XY) 十 了 (二 W(X,y) 的 那 
HU DONHRA. AAWRAE MGHERF AMES f HeRR. BI Ge 
示 这 个 了 图 。 i | EMEN 

"Fi PEE 85 th T ERR UL DG BO t OE (f sg SH, T Kuhn-Munkresds p Ay 45 8. 
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定理 15.6 令 了 为 图 全 =(Y ,五 ) 的 一 个 可 行 顶点 标号 函数 。 Been 个 完美 匹配 
M*, X4 M*WEGM-—TMEDRM. 
` 证 明 
假定 蝇 : 色 仿 一 个 完美 匹配 加 *。 因 为 Gy 是 G 的 一 个 生成 子 图 ， 所 以 训 * 也 是 如 的 一 个 完 
SER. Sw RRM, BI 
w(M*)— 3 we) 
日 所 对 站 


因为 每 条 边 eE M* 都 属于 等 价 子 图 ， 且 玛 * 中 边 的 顶点 恰好 要 盖 G 的 每 个 顶点 一 次 ,所 
以 得 到 
w(M*)- Y wes Ao) ( 15.28 ) 


icu 
AAW, URMEGHE— TREE, WA 
w(M)= 2 wes 2) f(v) (15.28) 
£X (15.28) 和 (15.29 ) ， 即 得 
. wM*) >w( MM) 
Ib, M*' Gf —/4- e ALI Bd. Li 
ft Kuhn-Munkres Wi, $ef] 6M EXC — 1 OTT IER PUR MR fF, GR 
AMG, GORRGBES— T BV EMKA E.. REG, H T RLM, 
那么 由 定理 15,6， 该 匹配 就 是 最 优 的 。 否则 ， 算 法 15.7 就 终止 于 一 个 非 完美 的 匹配 M’, 
Bid M'-xEHEH. CRAM’ - RS, BEG, 中 无 法 进一步 增 广 。 然后 
RATRUBM AAAS FG, 中 这 一 性 质 来 修改 了 ,得 到 一 可 行 的 顶 志 标号 六 ,并 且 在 G 中 
增 广 卫 ， 只 要 需要 ， 我 们 就 对 可 行 的 顶点 标 导 做 这 种 修改 ， 坦 到 在 某 个 等 价 子 图 中 找到 一 
个 完美 匹配 为 目 ，Kuhbhn-Munkres 算 法 的 详细 狗 述 如 下 : 

算法 15.8 最 优 分 配 ( Kubn-Munkres ) 

S! GARED, RE IAA (X,Y), IX = 加 的 完全 二 分 列 W=[w,,) 
ARERI i=, 

S2 从 G 中 任 一 可 行 顶点 标号 了 开始 ， 求 等 价 子 图 G, ， 然 后 选取 G; 中 的 一 个 初始 
TEM, 

SS WRAP MATA M, 中 都 被 饱和 ， 那 么 太 , 就 是 -~ 完 RR, Mee 
15.680, EZ- RAEE, RERE, T, SuAXPH-MER AWA, BS= 
(uw) T= 2, 

S4 ^l. (S) Gd Sd rA DU AO . BURU,G)ST, PARAS, 
EM, CH, SPG-T) 计算 

; d= fan — —w(z,y)) "E (15.30) 
X EAB3I— HEBWRGBUSSI. 


. fw) —d,, veS 
f@Me=< wid, | 若 vET (15.31) 
(v, KE. 


(EX, awar.) 
AERES. GAREG, i 

S5 AP(S)-THERWAY. WPyE M, 中 未 被 饱和 ， 则 转 到 S2, FM, M z= 
M,bpyk WA, S—-SUGHBT-TU(D, AaS. 


S6 《得 到 了 一 个 增 广 路 径 P。) EM. MAPRI-IET, HESS, m 
HÆ plik EI Kuhn-Munkressf E, 25 & —4- EUH TF FUBOEEEW [w | 50 —4r El Gy 
4 4 1 3 
NL E 4 

5 4 4 8 
ME GE DE 


Git} ee FI TT DU ERR S RP; 
[05,)54,f(0,) 93, (0,2 5, f(t.) =2 
fi =y =f E y= | | 
等 从 于 图 CG;,， 如 图 15 .16( 4 ) 所 示 。 应 用 算法 15.6， 我 们 发 现 Gr 没 有 完美 匹配 ， 这 是 因为 
对 二 集合 S={X,,， x, x,), T=T(S)={y,, eh 
利用 式 【15.30) ， 可 计算 出 ， 
/一 
然后 AA (15. 31 ) 就 得 到 了 如 下 新 的 标号 函数 ]， 
d'Gu)23, f'Gu)es, fa), f'(o-2 
adel f'Gost, f'Go-0, P= 
等 价 子 图 G+， 如 图 15.16( 卫 ) 所 示 ， 对 于 Gy IM BR E15 6, JURE EEG CX, E N ET 
Wd RV Wd. (zi，3g,) 组 成 的 完美 正本 隐 。 这 个 匹配 就 是 最 优 匹配 。 
Megido 和 Tamir 在 最 近 的 文献 -15.42] 中 ， 针 对 一 类 带 权 号 配 在 排 进度 和 最 优 分 配 指 
某 些 应 用 中 产生 的 问题 ， 讨 论 了 一 个 O(7tlogrz) 算 法 。 


"" B isse 
. 15.6.8 时 间 表 安排 
在 一 所 学 校 中 有 P 个 教师 z， ey, nn, 和 Ue, c Yo, MRAM He BH 
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级 杂 ，. 学 时 为 PJ。 我 们 希望 安排 一 党 时 间 表 ， 它 具有 最 小 可 能 的 学 时 数 。 这 就 是 被 称 为 时 
闻 表 安排 问题 的 一 个 竺 例 。 l 

假定 我 们 建立 了 二 分 图 G=(X, Y) 其 中 居中 的 顶点 代表 教师 ， 区 中 的 项 点 代表 班 
Z, DUE Sc OX RC pi 条 平行 边 与 #/E 了 连接 。 诅 为 在 一 个 课时 内 ,一 个 教师 至 多 只 能 
教 一 个 班级 ，-- 个 班级 至 多 只 能 由 一 位 老 量 来 数 。 这 样 就 得 出 了 一 个 学 时 的 课程 表 与 G 中 
个 匹配 相 对 应 。 反 之 ， 在 一 个 课时 内 ， 每 个 匹配 对 应 于 教师 对 班级 的 可 能 安排 .因此 ， 
上 面 提 到 的 时 间 表 安排 同 是 就 是 把 台 的 边 划分 为 尽 可 能 少 的 匹配 。 

由 推论 8 ,22 ,1 相知， 在 一 一 分 图 台 的 思 集 的 任 一 划分 中 ， 最 小 匹配 数 等 于 所 的 最 大 度 
数 。 该 定理 的 证 明 也 给 出 了 下 而 往 定 其 有 最 小 匹配 数 的 划分 过 程 ， 
$1 令 G 为 给 定 的 一 分 图 里 一 0 G;-G, - 

S2 构造 Gi 的 一 个 区 配 诅 ,， 并 使 得 Gi 中 所 有 最 大 度数 顶点 被 饱和 。 

S3 AG PRAM, SCO ERRARE. WMR Ga PAW, BAM, M, =, 
MRE—TARRHAGHERA MUG, AM, Ri~i+1, aS, 

RER, ERM M ART CREM MISSE] E ee, 这 个 匹配 M, 使 二 分 图 
GC - CX, Y Y BOR ORAS RW AMR, 这 样 的 一 个 匹配 可 按 下 法 求 得 。( 见 定理 8.21 
的 证 明 。 ) 

令 芒 表示 处 中 最 大 度数 顶点 的 集合 ，Ys 为 了 中 最 大 度数 顶点 的 集合 ， 令 Gu 表示 由 XX。 
四 预 点 的 关联 边 所 构成 的 各 的 子 图 。 类 似 地 ， G 为 由 YY; 中 顶点 的 关联 边 所 构成 的 所 的 
TH. 

HIEXPS.229 HL, EXO REPS, 使 和 中 所 有 顶点 全 和 ， REM, BG, 
的 一 个 最 大 匹配 。 类 似 地 ， 在 YY, 中 存在 一 最 大 匹配 用 ,， 它 使 Y, 中 所 有 顶点 铅 和 ， 根 据 使 
用 定理 8.21 的 过 程 ， 我 们 可 以 从 履 , 入 ,中 求 得 一 匹配 M 闻 ,并 使 得 政和 了 ,中 的 顶点 饱和 ， 
项 即 为 所 求 的 、 使 中 所有 最 大 度数 顶点 均 饱 和 的 匹配 . - 

求 肌 ,和 和 MM, 的 复 染 性 与 求 一 个 最 大 匹配 的 复杂 性 相同 ， 即 O(n 人 :)， 这 电 允 为 G 的 顶 
点 数目 。 很 容易 让 明 ， 由 MM 和 Ms 构造 吕 的 复杂 性 为 O(n:)， 因 此 ， 实 现 S2 的 总 复杂 性 为 
O(n), — 

因为 S2 将 要 重复 A 次 ， 这 里 A 为 G 中 最 大 虚数 ，HA<n。 所 以 构造 所 要 求 的 时 间 表 的 
FAEROE), 

关于 时 间 表 安排 问题 - 圾 形式 的 讨论 及 其 与 此 有 关 的 参考 书 ， 可 在 文献 [15.43] 中 
找到 。 


15.7 运输 网 络 中 的 流 
一 个 适 输 网 络 信 是 满足 以 下 条 件 的 无 自 环 过 遂 有 向 图 ， 
“1. 仅 有 一 -个 具有 等 入 度 的 顶点 ， 称 之 为 源 ， 并 用 s 表示 。 
”2. 仪 有 - -个 其 有 零 出 度 的 顶点 ， KZA AMEER. 
3. 了 中 每 一 条 有 向 边 e= (i,j) 都 被 赋予 一 非 负 实数 ， 称 为 该 边 的 容量 ， 用 co 或 cf 
表示 。 如 果 不 存在 从 守 指 向 了 的 边 e ， 那 么 定义 efe )= 0 
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ZOMANART I ETE LE D OSM, AME 
LX DEEST DI By EH MIA 

i RIA N HAN ERO E oh C= (4,9) TERRE KCO IO, D MAL, A 
PLU FAH: 

VIG Dci D, XEPNTSAGR D (15.32) 

2.2 (5D - € FGD, 对 于 所 有 i 到 3,f (15.33) 

边 e 的 流 值 了 ( e ) 可 以 认为 是 在 流 了 的 情况 下 ,物资 河 e 运输 的 速率 ， 条 件 ( 15.32 ) 
称 为 容量 约束 ， 它 要 求 边 流 的 速率 不 能 超 过 该 边 的 容量 。 杀 件 式 ( 15.38 ) 称 为 守恒 条 
件 ， 它 要 求 对 于 除 源 与 汇 以 外 的 每 个 顶点 i ， 物 资 输 入 i 的 速率 必须 等 于 物资 从 i 输出 的 
速率 ， 

举例 ， 一 个 具有 流 了 的 运输 网 络 ， 如 图 15.17 所 示 。 图 中 ， 在 每 条 边 e SURE 
出 了 容量 cCe) 和 流量 f(e). 


FR 15.17 ERAH 
流 f 的 值 用 val( 力 表示 ， 其 定义 为 


veal) = 及 f(s (15.34) 
运用 宁 报 条 件 ， 我 们 很 快 将 证 明 : 
val(f)= Bfs,j)~ BHI,t) (15.35) 


ERR RMT —T EDR S RA, DEFERT, AA DR R HE 
STG ARS BE. | mE i 

如 果 在 加 中 不 存在 了 ， 并 使 得 val(f)>val(f*), 35 么 运输 网 络 中 的 流 P^ bU RR 
dde: à MM ie 

在 下 一 小 节 ， 我 们 将 建立 Ford-Fulkerson 的 最 大 流 最 小 切 币 定理， 然后 讨论 求 运 给 
网 络 中 最 大 流 的 Ford-Filkerson 标号 方法 。 最 后 用 最 大 流 最 小 切 We SIUE WI Menger 
zm, > 2 p a i 
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15.7.1 BABIES 


iidmdNS—^uBG. S» ,如果 sESRIES， 则 称 之 为 是 分 离开 源 s 与 汇 上 的 ,这 
余 的 切割 记 为 s 一 上 t 切 制 。 WK =<S,8> eA ECC) =c(S,8) LH 
e(K)= zel, j) 
ich 
注意 ， 从 及 指向 S 的 边 的 容量 对 于 切割 入 一 《8S ,人 > 的 容量 没有 贡献 。 我 们 用 fCS， ele 
示 从 S 指 向 5 的 所 有 边 的 流量 和 ， 量 值 1 总 ,S) 也 以 类 似 的 方式 定义 ， 
例如 ， 参 看 图 15.17 所 示 的 运输 网 络 移 切 鞠 了 K=《S,58>, 其 中 
S={a,b,c,s}, F={d,} 
从 S 指 向 S 的 边 是 e;、e,、e,。 因 此 
cS,S)=c(es) tele) tele =L 
f(tS,S)=f(e,)+f(e,)+f(e)=8 
K8,8)5f(e,)—2 
定理 15.7 UPARAN tE RSME sts, D, 
val(f)=fS, 8)—fCS, S) (15.37 ) 
证 明 
根据 流 和 流 值 的 定义 ， 我 们 有 
, a _ pap, i-s 
Pu p-2 AG, " -| 0 ， iES 一 {s} 
遍 耶 8 中 全 部 顶点 代 人 上 式 ， 并 将 所 得 方程 对 应 相 加 得 ; 
>> ait D- zx GO D= val(f) ( 15.38 ) 


i €g 


Tr.EBi m, uices, jeSm, fG, DSO, 力 各 自 都 在 左 端正 好 出 现 一 次 ， 
即 并 被 抵消 了 。 因 此 ， 式 【15.38 ) 化 简 为 


zm j)- E SIC. t) —val( f) ( 15.38 ) 


es 
Bp fs, D- —f(8, 8)=valcf) 
X, 3h (15.24) 是 式 ( 15.37 ) 的 特例 。 
推论 15.7.1 对 于 运输 网 络 人 中 任 一 流 和 任 一 s 一 上 茹 害 玉 = 65, 85, 


val(f)«c(S, 8) (15.39) 
证 明 
因为 每 个 fi 力 都 是 非 负 的 ， 所 以 由 式 〔 15.37 ) 可 得 
val(fp=f(S, $)—f(8, S)«fG, 8)«c(S,8) a 


mE DcG, D. WAG, YDRAAH, AWA, MRI, p» 
9, W, 让 称 为 1- 正 值 的 ， RÍG, D-0, WHC, 1) 称 为 了 零 值 的 。 

注意 ， 式 《15.39 ) HSS, SAWS, S) os fS, $)-c(S, 85), Re 
z, valf)-cG, S), "E DUS ASTRISS BO Bro ERE T AM, URW S ISTIS A 所 
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Ape f- 3 IIR. | 

对 于 运输 网 络 轩 中 的 一 个 s 一 + 切割 KK， 如 时 N 中 不 存在 一 t 切 荐 K'， FF EA CK OS 
c(K), BAs—tO WK Sub RN. 

推论 15.7.2 WPA, Koh—s—t, Mitval(f)—c(K), WAS RERA, K 
就 是 最 小 5 一 t+ 切割 


证 明 
设 j* 为 最 大 流 ，K* 为 最 小 s 一 t 切 割 。 根 据 推论 15.7.1， 有 
val(f*) «c(K*) 
所 以 ， 我 们 有 


val(f)<val(f*)<c(K*)<c(K) 
We ABE Bival(f)=c(K), Be olval(f)=val(f*)=c(K*)=c(K), JA ER 
AGE. Ke bs— tt, 口 
下 面 证 明 ， 最 大 流 的 值 实际 上 等 于 最 小 切割 的 容量 ， 
洗 谨 一 个 其 有 流 f 的 运输 网 络 N。 令 


` 
e 1 ey €, e, 


"s $7ug uy Hy Vil u; Uy | u,mD- 
是 六 中 从 源 人 色 基 项 点 2 的 一 条 路 径 。 注 意 : 了 不 一 定 是 一 条 有 向 路 径 。 
如 果 卫 的 边 6, 从 W- :指向 饭 ， 那 么 P 的 边 e, 称 为 P 的 前 向 边 反 之 称 为 P 竟 反 身边， 对 于 P 
的 一 条 边 e， 念 ops Teri 
itive PNEU dre Ri 33 
~ [fie), ze RR ID ( 15.46 ) 
[S IEEE dE fa ScHRXeCPORA Y REP, ggeCP)E BH 
e(P)=min{s(P)} - (15.41) 
wa, (PYRO, 
如 果 一 条 上 略 径 的 所 有 前 向 边 是 了 - 非 饱 和 和 的， 县 所 有 反 向 边 是 -正信 的 ， 于 么 该 了 路径 就 
各 朵 一 条 3 一 +t 路径 P 是 二 非 饱 利 的 ,那么 了 P 称 为 f- 可 增 路 径 ， 册 式 《15.40 ) fü (05.41) 
可 得 ,对 十 一 和 5 一 路 经 P,e( 了 DP) 沁 0; 当 且 仅 当 P 是 f- 可 增 的 ,在 给 定 网 络 N 的 一 茶 s 一 i 路径 P 
后 ， 我 们 可 定义 一 个 新 的 流 庆 | 
" fte) -eCP), FekP npa 
fle) = 4f(e) 一 s(P)， 若 e 是 P 的 反 向 边 
. fce. HE 
显而易见 ， 
val(F)=val(f)+2(P) 


因此 ，val (人 有 >>val( 朱 ， 当 且 仅 当 PAef-upsfo. BL, WREST A, 
那么 流 了 就 不 是 最 大 的 . 
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api, SRS THN, BPE. dene. es, eRe, HO 路 径 P 
E, die. e, era, e EEK. MPR, 6001, e(PI=1, eP) 
=1, eC)-2, Wb, s(P)emin(e, (P), s,(P), 6(P), e, (P))51, 

Aye), ERDPGRÍ-XPHBS. 15.13 AT IRBP EREE BET. 应 当 指 出 ; 
?是 通过 在 P 的 所 有 前 向 边 中 增加 e( 了 )， 以 及 在 了 的 所 有 后 向 边 中 减 去 8(P) 而 得 到 ， 其 余 


AO PRIS HE. 

定理 15.8 运输 网 络 旋 的 一 个 流 j 是 最 大 的 ， 当 下 仅 当 不 存在 王 可 增 路 径 。 

证 明 

DEE WRN PHE- RATARA., 那么 f 显 然 不 是 最 大 流 , 这 是 因为 P 上 的 修正 
流 f 具 有 比 f 更 大 的 值 。 


充分 性 假定 NN 中 不 存在 全 可 增 路 径 。 令 S 表 示 从 源 开 始 沿 亲 可 增 路 径 质 能 到 达 的 全 
部 顶点 的 集合 。 很 显然 ，sCS。 进 而 因为 N 中 不 合 f- 可 增 路 经， 所 以 LE §, 

现在 来 说 明 val(f)-c065, S5, 3t Bub wEBI ORAE HEIE15.7 20 FE EC LA CS, 8) 
是 最 小 切割 


€ ey a 


图 15.18 

BB -有 向 边 (9, 色 ) 路 ,其 中 bE Swe 六 ,由 于 bES, 则 存在 一 条 f- 非 饱和 前 S 一 v 径 @， 
BAw, w) GARA., ART, TE Q REE 形成 一 条 一 JEM Se wg, 
但 wwES， 故 这 是 不 可 能 的 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 每 条 从 总 指向 S 的 边 (， 包 ) 都 度 是 f- 零 
i. Bit, f(S, Sy=c(S,8) Rf(S, S)—o, MH 

vakJ)—f(S, 8)—f(S, S)=c(S, 8), 

HBjEiels..8DA), JERAN (5, S> BHR, 口 

在 以 上 定理 的 证 明 过 程 中 ， 我 们 业已 推出 了 下 尚 由 Ford-Fulkerson 在 立 献 [15. 44] 中 
和 文献 [15.45] 所 给 出 的 重要 结果 ， 

定理 15.9 【最 大 流 最 小 切割 定理 ) EMA, BAM ETH oe 
容量 。 a 

最 大 流 最 小 切割 定理 可 以 用 来 证 明 大 量具 有 组 合意 义 的 结 录 。 在 15,7.4 中 ,我们 将 讨 
论 这 些 结果 之 一 ， 其 余 请 参阅 文献 [15.1] 和 [45.46]。 
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15. 7. 2 Fo rd-Fulkerson 标 号 算法 


本 小 节 讨 论 由 Ford 种 Fulikerson 据 出 的 、 求 运输 网 络 最 大 流 的 算法 ， 这 个 算法 ( 根据 
定理 15.8 ) 出 两 个 阶段 组 成 ， 

给 定 流 了， 在 第 一 阶段 ， 我 们 用 一 个 标号 过 程 来 检查 是 否 窑 在 一 条 j- 可 增 有 路径。 如 果 
这 样 的 路 径 不 存在 ， 那 么 由 定理 15.8 可 知 ， 给 定 流 f 就 是 最 大 的 。 否 则 ， 转 人 第 二 阶段。 
在 第 二 阶段 ， 我 们 利用 在 第 一 阶段 中 产生 的 标号 ， 求 出 一 条 -可 增 路 径 P， 同 时 得 出 上 
的 修正 流 ?。 然 后 ， 再 对 新 流 ?重复 第 一 阶段， 注意 vava, 

在 第 一 涂 眉 ， 将 (4,, As) 的 标号 给 子 顶 点 v。 标 号 中 的 第 一 个 符号 册 指 出 了 ?的 前 一 个 
MA, VATAR HA GRR, WARGI. HEAR 
RSE, dei T AU. RERET- RARS VEEP, HE UTE P, 
af P)=A,, 

第 -阶段 是 以 把 源 s 标 为 ( 二 ，co) 来 开始 的 ， 这 里 @&. 的 值 是 任意 的 。 以 后 顶 点 的 标号 
按 以 下 原则 进行 ， 

设 顶 点 & 已 被 标号 ， 而 顶点 2 尚未 标 革 。 令 8 是 连接 和 2 的 边 

HERE. te—(u,v), MAREcley>fle), Aur wwertows dimes 就 是 
un. GMC RAR. VRB, A), RH 

A,-min(A,, c(e)—f(e)) 

mis. WRe-(v, u), WARE (e) >o Mu MBM US DLE RE 行 

(9. SRS, URE, AQ. KE 
A,—min((A,, f(e)} 

DIES WESS EI2IIE NELRIGORTLUL IL MHC 2 ) 
未 被 标号 ， 邮 不 再 存 在 可 能 被 标记 的 顶点 时 ， 第 一 阶 眉 就 此 结束 ， 

如 果 t 在 第 一 阶段 得 到 了 标号 ， 闭 么 由 标号 规则 可 知 ， 存 在 一 条 f- 可 增 路 径 忆 ， 并 且 
e(P)=A;。 在 第 二 阶段 ， 利 用 符号 ds， 消 路 称 P 反 潮 回 去 ， 从 而 求 得 P 上 的 EER. 如 
果 第 一 阶段 在 未 被 标记 的 情况 下 结束 ， 那 么 就 意味 着 不 存在 -可 增 路 径 。 因 上 [， 给 定 流 
了 就 是 最 大 的 。 

+ iti #2 zFord-Fulkerson 3k, 

算法 15,9 运输 网 络 中 的 最 大 流 ( Ford-Fulkerson ) 

S1 在 给 定 运输 网 络 身 中 选择 任 一 流 了 。 对 于 对 中 各 边 e， 选 定 f{e) 一 0,- 

S2 《第 一 阶段 开始 ) ska (—, o). 

$3 车 有 《{ 可 以 通过 前 向 标记 或 后 向 款 记 米 定 ) 未 标记 顶点 时 ， 那 么 就 选 出 这 样 一 

个 项 点 0 进行 标号 ， 然 后 转 S 至 4， 否 贿 ， 转 到 S7， 

S4 如果? 二 t， 那 么 转 到 S5( 第 一 阶段 结束 ) . WN, BHS, 

S5 (第 二 阶段 开始 ) 设 v 的 标号 是 (dd，A。) 。 现 在 做 以 下 工作 : 

(00 qmgduw, NEW v= flu, v) A, 

2. wpd =u, WARSO, u)=f 0w, u) 


t 
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S6 Wumu-s, MHAMARS (BORA), HRAS, AM, Beau P 
$5355, i 
S7 《 选 定 流 f 即 为 最 大 的 ) 停机 。 口 
下 看 我 们 堂 倘 说 明 上 述 算法 。 
考虑 图 15,18 所 示 药 运输 网 络 叉 。 图 中 ， 在 每 条 边 e 的 旁边 顺序 标 出 了 cease), 
对 于 六 的 所 有 边 ， 取 初始 流 fCe) =0。 开 始 把 源 S 标 为 《一 ，s )， 然 后 顺序 标记 【算法 
15.9 的 S3 ) Maa, b, c，d 和 !， 所 得 各 标号 为 
a, (s', 3) 
b, (a*, 3) 
Cc, (a*, 3) 
d, (c', 2) 
t, (b*, 2) 


图 15,19  Pord-Fuikersonjs 5 3r pe% 9 RH B 2 


困 为 项 点 {正好 被 标记 了 ， 所 以 第 一 阶段 结束 。 在 第 二 阶段 ， 我 们 按 以 下 方法 (88, 
S6 ) RF HEMEL MBE HS, 

t ENERO, PRY, ABOPL, TADE t 的 前 面 ，b 的 最 初 标号 表明 ， 在 
路 P 上 ，a 在 b 的 前 面 。 类 似 地 ， 可 以 看 到 s 在 之前。 因此 


卫 中 的 所 有 过 都 是 前 向 边 。 所 以 为 了 求 得 修正 流 思 ,我 们 把 了 的 每 条 边 的 流 值 增加 入 ,= 2， 
这 样 1 ,的 值 则 等 于 2 ， 如 图 15.20(4) 所 示 。 

现在 删 去 全 部 顶点 的 标号 。 如 从 f 了 ,开始 ， 则 得 一 个 如 图 15.20(4) 所 示 的 新 的 标号 集 。 
对 应 f 的 一 条 可 增 路 径 由 顶点 s、c、d、t 顺 序 组 成 ， 这 条 路 径 P 的 所 有 边 均 为 前 向 边 ， 这 
些 边 的 流 值 又 增加 了 2 。 所 得 的 流 了 ,， 如 图 15.20(z) 所 示 。 

图 15.2005) 还 给 出 了 基于 f, 的 新 标号 集 。 对 应 于 了 ,的 一 条 可 增 路 径 由 s、c、b、a、 
组 成 。 连 接 Q 利 5 的 边 是 路 色 上 的 一 条 后 向 边 ， 其 余 的 汝 均 为 前 向 边 。 现 在 将 前 问 边 的 流 
增加 1， 而 后 向 边 的 流 减 少 1 。 这 样 得 到 的 流 f ,如 图 15,20(c) 所 示 。 , 

再 从 了 ,人 手 继续 标记 项 点。 这 一 过 程 在 图 15.20(c) 中 不 存在 标记 上 的 情况 下 结束 。 困 
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此 ， 不 存在 对 应 于 流 f, I. PSEA. 
设 $S 为 图 15.20(c) 中 已 标记 过 顶点 的 集合 。 因 此 ，8={s，a, b, c), 根据 定理 15.8 
HEN, aS, SAB, Avel(f)=<S, Sy mae. 


Ri 15.20 FPord-Fulkersonjg-g Hr 3:3 f) 


15.7.3 Edmonds 和 玫 arp 对 标号 算法 的 改进 


在 上 小 节 所 述 的 Ford-Fulkerson 算 法 中 ， 顶 点 可 按 任 意 顺 序 来 标记， 即 可 增 路 径 
( 当 它 存在 时 ) 的 选择 可 以 任意 方式 进行 。 下 面 举例 说 到 出 于 这 种 任意 人 性 可 能 导致 的 
问题 ， i 

A FOES. 20 A AN. ERAS MRSA, 并 将 路 径 P,，s.、 
a, b, tP., s, b, a, tXXAE SIEHE REB, BAMA MBER M1, Æ MM 
BT BAR, ROLE, TRE RREN WAT ABO BOR 限制。 实际 
L, HOPROEÓAREMURO TOM ATER A. 
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Ford Fulkerson # X #15. 141 
进一步 说 明 ， 当 容量 是 无 理 数 时 ， 共 算法 
就 不 适用 T。 在 他 们 给 出 的 一 个 例 了 中 ， 
沈 值 以 无 限 多 步 数 收 伍 十 最 大 流 值 的 四 分 
之 一 。 

为 了 避免 这 种 情况 ,Edmonds 和 Karp 
在 文献 [15.4] 中 对 标号 算法 提出 政 进 : 
在 每 一 步 ， 沿 着 一 条 最 短路 从 来 增 广 流 。 
此 处 的 最 短路 径 ， 指 的 是 具有 最 少 边 数 的 
路 径 ， 显 和 而 易 见 ， 如 果 我 们 在 标记 过 程 中 a 
WM EARE WHEELER, B E ipat 
可 选 出 一 条 最 短 的 可 增 路 径 ， 也 就 是 说 ， 恕 果 顶 点 0 在 顶点 % 之 前 被 标号 ， 那 么 2 就 在 之 
前 检查 ， 这 里 答 查 一 个 已 标号 的 顶点 ?就 意味 着 标记 ( 只 要 可 能 ) 所 有 与 ?分 接 而 汕 未 标 
ERTA. 

Pdmonds 和 Karp 进 一 步 说 明 ， 这 一 改进 将 确保 需要 实现 标号 算法 的 计算 步 数 与 容量 
无 关 。 下 面 讨论 这 一 结果 。 

考虑 运输 网 络 对 的 流 f。 令 


M êz €; " Ek 


: o—— —o 
I= Uy My u; uj u; Wey uy 


是 一 条 可 增 路 径 。 曾 记得 
_ fete) fle), He KW uo 
e(P)= $ 

fle,), 若 e, 十 后 向 边 


进而 
e(P) - minteCP)) 


这 样 ， 对 某 个 就 有 sCP)=s:(P)。 对 应 的 @; 则 称 为 瓶颈 。 

Bog i9 SEE MMM IT. WRT, fao fa cee 

我 们 看 到 ， 当 e 是 一 条 可 增 路 径 上 前 向 的 壮 强 时 ， 它 就 在 增 信 过 程 中 达到 已 和， 如 时 e 
BRAK. BACAR, Shem we mS £3 -. AMS 致 如 下 结果 ， 

3115.7 wmRk<p, URC BAT. WET OS. AO fe 上，e 都 是 前 
向 《后 向 ) RRS, RARE PE (Ein), MiP EA foa MT, 
e 被 用 作 后 向 ( 前 向 ) 边 。 可 

Ah! (u, V RRA oR ERS BMRB EE A, IARR E 起 有 向 
的 。 又 注意 到 如 果 边 2 BAAN. Bileet), 304 31e RAFAEL TL 
而 仅 当 f;(e);>0 时 ， 则 边 。 就 用 作为 后 向 边 。 

引 理 15.8 对 每 一 项 点 ?和 每 一 R=0、1、2、….， 
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(15.42) 
E (15.43) 


仅 证 明 式 (15.42 ),. Test ( 15.43 ) ESRB, 
BRAEMAR VR in. SEMPRE, MAK CS, DRFA, W9 (15.42) B. 
RAY. AMBE : 


e 
€i €i £3 brá ee oy 
. 7 u, 0 
P: om Unt P 


ERASI Bf o AE BFR. 
He VAT Wm. Wm fCeo«eco. Rit, RAC 1 ) jr(ei)<cle1), 或 者 ( 2) 
fice) =cle,), FAS BAT 的 可 增 路 径 上 ， eae ks f] XL. 
在 前 一 情形 ， 
A*'(s, uj)sA*(s, w) tl (15.44) 
REA AH he RRS sm, 1 的 一 条 最 短 的 -可 增 路 径 ， 它 是 从 s Blu, 前 一 条 fu dE 
饱和 有 路径。 显然 在 后 一 情形 ， 
RECS, 1, .,2— À (s, 14)41 (15.45) 
在 丙种 情形 下 ， 式 《15.44 ) 均 成 立 。 . 
类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 ， 当 e: 是 P 上 的 后 向 边 时 ， 式 ( 15.44 ) 亦 成 立 。 
PUM (15.44 ) X=, 2, --, DRM, HERRA, u.)—0, WA 
Ms, u,)szp-A**'(s, v) 
即 可 得 到 式 (15.42) | LI 
引 理 15.9 WOR “eit RAR? , Hook, TAMRA Afr Sp 
Be LAT Oat), Resa KORA ERI CAT) ig, Ba, 
(s, Tt) ARCs, £342 


证 明 
keku, IWA . 
AF(s, v)=AR(s, w)+i (15.46) 
RAAAE a, eR. RAR, ee, BRR 
MCs, t) -N (Gs, v) (Qu, £) (15.47) 
但 是 
Alcs, v> (s, v) 
月 


Mu, t)>At{u, t) (15.43) 
H (15.46), (15.47) 和 《15.48 ) ， 则 得 
A'(s, HAS, u)- FM (Qu, £)+2 
—M(s, t)+2 Q 
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定理 15. 10 (Edmonds#{Karp ) fk Ford-Fulkerson @ k, aR hE HW 都 荐 


HE — FIR TENE ET, DRA LAE a 


有 分 别 是 运输 网 络 中 的 边 数 和 顶点 数 。 
证 明 
AEAU ORY AE — eA Se fae. KEk Lk L Hike 在 增 信 fi 时 
BORE BU IGM ARAS. WRI., AEE PPP. da c. FE 
Ry, ky hye 
HAART BL, eS fa WD. 


出 引 理 15.8， 有 
A*i(S, f)-cE2«A!':(s, £f) 
H 
Als, DHIA +s, t) 
所 以 | 
A*i(s, £3 4(j—1)M(s, 1) 
因为 
A*:(s, Loan—1 
以 及 
Atis, 21 
所 以 得 
14+4(j-1)<n—-{ 
或 
i j TH 
A LU THEME 
为 每 条 边 最 多 可 用 作 契 矣 的 次 数 为 -二 和 次。 pri, Aie wa RC A 
E " 


在 上 述 定理 的 证 明 中 ， 除 了 容量 必须 是 非 负 的 以 外 ， 再 没 育 做 其 它 假定 。 根 据 定 理 ， 
如 果 采 用 “ 先 标 记 先 检查 ” 揭 诛 则 ， 那 么 对 于 任何 非 负 实 容量 ， 在 有 上限 次 增值 后 ， 算 法 
15.9 就 者 能 可 以 结束 。 因 为 一 条 可 端 路 从 能 在 DUm ) 步 内 线 到 ， 那 么 由 定理 15.10 可 知 , 算 
E15. 980 ZR ESO (m! m), 

Zadeh 在 文献 [15.47] 中 找 终 了 这 样 一 类 阅 络 ， 对 于 此 类 网 络 ， 如 果 每 次 增 信和 者 是 沿 
最 短 囊 增 路 径 进 行 ， 那 么 增 俏 就 圳 要 D(23 ) 次 。 所 以 ， 定理 15.10 的 上 了 腿 ， 除 了 线性 算 子 
之 外 部 无 法 改进 ， 

Dinic 丰 文献 [15.48] 中 证 明了， 如何 利用 一 次 标记 过 程 来 求 得 全 部 最 得 可 增 路 本， 有 
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而 改进 算法 15.9 的 有 效 性 ， 这 一 思路 与 Hopcrott 和 Karp 在 文献 [15.56] 中 如 何在 一 个 二 分 
区 中 构造 最 大 匹配 所 用 的 方法 类 似 。Dinit 算 法 的 复杂 性 为 OCmmn:)。 

景 近 ， 文 献 [15.491 给 则 了 一 个 On 算法。 后 来 ， 在 文献 [15,50] 中 又 提出 了 较为 简 
单 的 O(n ) 算 法 ， 这 个 算法 与 Dinice 算 法 芍 在 文献 [15.51.] 中 有 所 和 叙述 。 

文献 [15.37]j 对 于 特殊 类 型 的 运输 网 络 ， 研 究 了 Dinic 算 法 的 复 条 性 。 EMR SE 
15.5 节 中 搞 提 到 的 那样 ， 他 们 利用 这 一 结 吕 来 说 雪 ， 二 分 图 的 最 大 匹配 可 在 O4285 * ) 时间 
内 构成 。 


15.7.4 Mengere BH 


AAE, RADE E FE SCA pi Se R E FA 181 A A FE Py Menger E 
{ (4h ELS 1215.15). M—F RARE R EL xb T Mengerse 38, 
并 未 给 出 证 明 ( 见 定 理 8.9 及 8.12 ) 在 下 面 的 讨论 中 ， 为 . - 般 性 起 见 ， 人 允许 源 有 非 零 人 
E. dH. 

本 小 节 关 于 Menger 定 不 理 的 证 明基 于 以 下 结果 。 

定理 15.11 RNY — FLAIR s 和 汇 t 的 运输 网 络 ,其 中 每 条 边 都 上 共有 单位 容量 .那么 

1.N 中 最 大 流 的 值 等 十 N 中 边 不 相交 的 有 向 s 一 线 径 的 最 大 数 日 r， 

2.N 的 最 小 切割 容量 等 于 内 挤 和 中 全 部 有 向 s 一 t 路 径 所 应 移 去 边 的 最 小 数 自 4。 

证 明 

1. 设 六 大 全 中 一 个 最 大 流 ，N* 是 移 去 人 的 全 部 六 - 零 值 边 而 得 到 的 有 向 图 。 因 为 每 条 
边 的 容 基 是 单位 信 ， 所 以 对 于 N* 中 的 每 条 边 e， 显 然 有 f*(e) 二 1。 因此， 

a. di*(s}—dja(s) = val(f*) =dya(t)—dya(t), 

b.dis(v)-dg*(v), MB Heas, t, 
XE Ede Ge) fida s Cac) RREAN R ioe BE ACE, 

于 是 (练习 5,8 ) NUP ARE val f A ARASH, NIM, dk 

val(f*)<r (15.49) 

SUE, S{P,, Pa o, PLAN RARAM AAS HEBR fi, HERE LR 

WE: 


l, FeRTEP, 
ro te 
valf)-r. 
因为 1* 是 一 个 最 大 流 ， 所 以 有 
val(f*)zer (15.50 ) 
BAR (15.40) (15.50), WA 
val(f*}=7 


2. 设 K* <，S> 是 了 中 的 最 小 s 一 t 切 割 。 假 设 从 N 中 移 去 边 集 《9,，、 那 么 在 余下 的 
有 草图 中 不 存在 有 向 s 一 t 路 短 。 所 以 ， 
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cap(K*)= (S, 5) >q (15.51) 

再 设 人 2 表示 一 个 ， 移 去 困 中 多 部 有 向 s-t 障 色 的 4 条 边 的 集合 ， 并 设 S 表 示 从 $ 出 发 的 有 

向 路 从 可 到 达 前 所 有 项 点 的 集合 ， 其 中 的 有 向 幢 径 不 包含 Z 中 的 边 、 很 显然 ， 互 = 《5，S> 
BNH—ts—twH), BMS. DEZ, RL, 


cap(k*) <cap( k)= KS,S8)| < [Zi = q (15.52) 
综合 式 ( 15.51 ) 和 ( 15.52 ) ， 则 得 
cap(k*)= q [3 


定理 15.12 没 s 和 上 是 有 疝 芽 台中 的 两 个 顶点 。 那 么 台中 边 不 相交 RAH S 一 土路 
径 的 最 大 数目 等 于 如 中 移居 全 部 有 疝 s -- + 路径 所 应 称 去 的 边 的 最 小 数目 。 

证 明 

由 如 构造 一 个 以 sA. t 为 汇 的 运输 网 络 如 ， 并 给 G 的 每 条 边 赋 予 单位 容 里 ， 那 么 
和 由 定理 15.11 竹 最 大 流 最 小 切 制 定 埋 即 可 推导 出 本 定理 。 ed 

ADTGXOAEBG, UX-AMADCG), DOG) 是 通过 月 一 对 有 具有 与 < ARMA 
但 互 为 反问 的 边 米 登 换 边 e AS. AMNA TE: 

LEGHB GAD CG) 的 有 向 路 径 之 问 看 在 一 一 对 应 关系 ， 

2.89 p ftx s 和 上 ，G 中 破坏 全 部 s — t 路 径 所 应 移 去 的 边 的 最 小 数目 等 于 
D( G ) 中 破坏 全 部 有 向 s 一 土路 径 所 应 移 去 的 边 的 最 小 数目 。 

根据 上 而 结果 描述 对 应 无 向 图 定理 15.12 型 式 的 。 

定理 15.13 设 s 和 是 无 向 图 如 的 两 个 项 点 。 则 GQ 中 边 不 相交 的 s 一 圭 路 径 的 最 大 数 
ASF Gare es 一 二 路 径 所 应 移 去 的 过 的 最 小 数目 。 t 

REIS 18015. 13 B9 TR ALG ENA an F 

4 s Tut 是 有 向 图 G 一 CV， E)qd E SCRACTHABAURI TUS RIE GIEDUF 方式 构造 -一 个 
有 向 图 如" 

ide Boc V — (5,0) 2o SURE E OR UR", 3t FI — AUS pL (v^ V ERER, 

2.88 G fj fg JE Av CV — (s, t) Do S LB ZH — AOI LO’ HR 633. 

3. 把 G 的 每 条 以 2EV 一 18, 让 为 起 点 的 边 换 成 一 条 新 的 以 2* 为 起 点 的 边 。 

图 如 以 及 对 应 的 图 G7 如 图 15.22 所 示 。 定 环 不 难 证 出 如下， 

1.G “中 每 条 有 癌 S 一 ! 略 径 都 与 G 中 一 条 击 金 部 缩 诚 为 形 如 (2 v gb pc Sy er a 
8 一 + 路 径 相 对 应 。 反 之 ，G 中 每 条 有 向 3 一 于 路 径 都 与 G/ 中 一 条 除 3 t 以 外 的 全 部 在 
分 烈 路 向 上 的 顶点 所 得 到 的 有 向 S — t 路 径 丰 对 应 ， 

2.G' 中 两 条 有 向 8 -上 路 径 是 边 不 相交 的 ， 当 且 仅 当 G 中 的 对 应 路 径 是 顶点 不 相 
交 的 ， 

3.G’ 中 边 不 相交 的 有 向 s 一 + 路 径 的 最 大 数 日 等 于 G 中 顶点 不 相交 阐 有 向 8 一 t BR, 
BOR ABE 

A.GUPRORA AA S 一 + 路 从 所 应 移 去 的 边 的 最 小 数 虽 等 于 G 中 被 坏人 部 有 向 5 一 t 
Bi $8 8r CER GE P D OC NACL 

据 此 ， 我 们 可 以 得 到 关于 定理 15,12 的 顶点 类 比 形 达 堪 式 ， 
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lj 15.22 (HG; (DAG. 


定理 15.14 设 s 和 + 是 有 次 图 @ 中 两 个 不 相 邻 的 项 点 。 那 么 台中 顶点 不 相交 的 有 向 
S t 路 和 色 的 最 大 数目 等 于 GG 中 破坏 全 部 有 向 3 一 路 径 所 应 移 尖 的 硕 点 的 最 小 数 刀 。 LT 

关于 定理 15.13 的 项 点 类 比 表达 形式 如 下 。 ' 

定理 15.15 设 $ 和 是 无 向 图 避 中 两 个 不 相 邻 的 项 点 ,那么 G 中 焦点 不 相交 的 $ — t 
路 径 的 最 大 数目 等 于 台中 破坏 金 部 S 一 t 路 径 所 应 移 去 的 贷 点 的 最 小 数目 。 

证 明 : 

HEDEG) 应 用 定理 15.14， 即 可 证 明 。 r1 

有 关 了 网 络 流 理论 的 板 上 成 性 参考 文献 是 文献 [15,1]， 那 里 还 讨论 了 最 小 费用 流 问 题 。 读 


将 还 可 参阅 文献 1L15.46]， [15.52], [15.8], [15.53], [15.7]. [15.91 


15.8 最 优 分 支 


考虑 - 冉 权 有 向 图 G=(VY， 马 )， 设 io(e) 是 边 e 的 权 。 我 们 定义 如 的 一 个 子 HS 
于 该 子 图 中 所 有 边 权 之 和 。 | 

EG —c-F EGER IB IG.RIA D BA ERE AE Nl, BAG RK 
ACH—THL, TUR, CETERA METAR. 具有 最 大 权 A ER 
REA. 
COURSE, Seir Edmonds 在 文献 [15.54] 中 提出 的 计算 G 的 最 优 分 支 的 算法 ， 计 论 
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的 依据 起 文献 [15.551。 
^ ”从 顶点 并 指向 顶点 j 的 边 e= (DERBH, WE 
t.wle)> 0; 
2. 对 于 每 条 射 人 了 于 的 过 ge' = (5,2, werwe), 
GH TER TRMHEGH-TRET ER, UR 
.五 的 每 条 边 都 是 关键 前 ， 
2. 玉 中 每 个 顶点 的 入 度 最 多 为 1 。 
有 向 图 名 及 其 关键 子 图 ， 如 图 15.23 所 未 。 显 而 易 见 ， 
1, 关 键 子 图 的 每 个 连通 片 最 多 含有 一 个 回路 ， 且 为 一 个 有 向 回路， 
2 .无 回路 的 关键 子 图 是 马 的 一 个 最 优 分 支 。 
考虑 分 支 B， 设 6= (二 办 不 是 B 中 的 边 ，e' 是 了 中 射 人 到 顶点 于 的 边 ， 那 et 于 了 是 
XOU. OR 


B: - (Bue)—et 
大 一 个 分 支 。 
fr, Bs .23 BIA XiSS(e., Ea, es, Co Cr, e ERT R EB. 因为 
(BUe,)—e, 


加 ; w 


9 15.23 (MAM EG; (5)G 的 一 个 关键 于 图 。 
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是 这 个 图 的 一 个 分 支 ， 所 以 不 在 召 中 的 边 es 对 于 召 是 适宜 的 。 

下 面 的 两 个 引 再 很 容易 证 明 ， 岂 它们 可 以 推 表 定理 15.16; 该 定理 为 到 Brp 证 8]Edmo- 
nd CART Kis. WTI, FRR BWR BHR. 

引 理 15.10 RBR—t+SR, e—(G, RAE Brix. SEA exppBIEiR TIEN. 4 


HA B rPASAETEM, Ff) d aoe Te, Li 
引 理 15.11 i BJÉ—qórx, CHARER, 3 HiC-BHXBS—JAOTBA 
XP B9. XE IC 一 B| ==1, E 


定理 15.16 设 开 是 一 个 关键 子 图 。 那 么 存在 一 最 优 分 支 BB， 并 使 得 囊 的 每 PARA 
FRC #8 A |C— Bi =1, 

证 明 
KRBA-MAD RM, FHERARED X' B, BEA GST EXER. 

考虑 任 一 边 eE H-B, kehas], e EBRAR j K. me 是 适宜 
B. HA 

(Bye) 一 er 
也 将 赴 一 个 谍 优 分 支 ， 它 所 含 互 的 边 数 比 了 3 所 含 的 更 多 ， 这 与 假设 相交 E. HU, H-B 
记 没 有 边 对 于 号 足 适 宜 的 ， 故 由 引 理 15.11 可 知 ， 对 二 五 中 的 每 个 加 路 性 ，IC-BI 一 1 
m 

EC, C,-C,.X H'PBERG IER. ER. HUBISATAUPREDNERN]ISIDA JE 边 ， 即 这 些 
回路 基 边 不 相交 的 。 对 十 每 个 C， 令 8 是 Ci 中 一 条 最 小 权 的 边 。 

推论 15.16.1 FHE-BEDEB, HB 


1.]C,—B| 一 1， i -1,2,-, k; 
2.MRTEB-Coh, RAWSYC AT AMAR, 151,2, k, A 

C,—B-ej (15.53) 
证 明 


ERARECO ) 的 最 优 分 支 中 ， 今 B 类 含有 集合 {ef，e?，-…，e}) 中 最 少 边 数 的 分 
X. HEU. BRE C2). 

WR BREC) WATEA, BERE CB, MB-CHMRHACM BA. > 
e=C,—B, A Bel) UeGREWE (1) 的 一 个 最 优 分 支 ， 但 比 B gee, 
< 身 的 边 数 更 少 。 这 与 假设 相 了 矛盾 。 口 

上 述 结果 对 于 推广 Edmonds 算法 是 非常 重要 的 , 它 使 我 们 有 可 能 仅 在 满足 式 (15.33) 
的 分 支 中 导 找 最 优 分 支 。 

现存 或 们 出 给 定 图 全 来 构造 一 个 较为 简单 的 图 G' ， 并 说 明 如 何 由 GG' 的 一 个 最 优 分 支 
来 构造 图 G 中 满足 式 ( 15.33 ) 的 … 个 最 优 分 支 

Amo. BHIGÉOSETE, C. C... CUR H PIER E BS. BIG IBN 
SN agen geben 在 G' 中 ， STAC ATLA 村 是 用 了 


NET DIUPPDEM n 
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te=(, PACH Rx HHRIZRAACM—THA, mph. BARC’ 
中 ，e 是 入 射 到 假 顶 点 4; 的 。 定 义 e 是 C, 中 射 人 到 j 的 唯一 边 ， 那 么 EGU, eb d Cw! 
ORR) 为 
w' (e) -w(e) wee )+wlet) (15.54) 
Blin, CALS. 22GH KATH, DEIEBACEDPR E ELE E C, Ea CHWE. 
那么 e ,=es， 且 e, 在 G' 中 的 权 为 
w’ (e,)=wle,)—w(e,)+ue,) 
-5—64-8 
—4 
注意 ，6@4: 是 加 路 (es，es，e4，eej 中 的 最 小 权 近 。 
设 下 和 局 分别 为 G 和 如 "的 边 集 ， 现 在 我 们 来 说 明 ， 嫂 笨 从 台 ' 的 一 个 分 支 召 来 HIG 
H—- PHAM (15.53 ) KAEB, MERR. 
APT Gigi A (15.53) 的 任 - 2 XB. BRA 
B'eB[E' ( 15.55 
B' 是 G' 的 一 个 分 支 。 进 而 ， 对 于 给 定 的 BB， 上 硬 定 义 的 B' 是 唯一 的 。 
”再 考 虑 G' 的 一 个 分 支 B'。 对 寺 每 个 C,， 近 以 下 方式 来 定义 C;， 
1. 如 有 果 B' 中 一 个 假 项 点 的 入 度 为 零 ， 那 么 
Ci=Ci—e? | 
2. WRB HahARPAE, BehB PAH Aa Kis, MA 
C;=C,—-e 


no 


E, SUBE 
B-B' UC; ( 15.56 ) 
是 G 中 满足 式 ( 15.53 ) 的 -- 个 分 支 ， 并 县 对 于 - -给 定 的 及 ， 上 面 定义 的 召 是 唯一 的 。 
这 样 ,我 们 就 得 山 结 论 ， 满 足 式 【15.53 ) HORA ERSO 的 分 支 集 之 问 是 一 一 对 应 
8). X), XDERT REB SB SEDES. 
w(B)-w(B')e- 3Sjw(C)) — juei) (18.57) 


如 已 召 ' 的 这 一 性 质 意 味 着 ， 如 果 了 是 G 中 清 足 式 (15.53) 的 一 个 最 优 分 XC, BAB WE 
G 的 一 个 最 优 分 支 ， 反 之 亦 然 。 至 此 ， 我 们 已 证 明了 下 面 的 定理 。 
定理 15.17 Gri Alsh (15.53) 的 全 部 后 优 分 支 合 与 G' 的 全 部 最 优 分 支 集 之 隔 存 在 
——~A X. u 
Edmonds (fy) f ifs (b 4r 3c I) SEE DA ER AA, BETTE: 
算法 15.10 最 优 分 支 { Edmonds ) 
S! 由 给 定 图 G= 台 来 拘 造 图 的 一 个 序列 Gu，G,，…，Gx， 这 里 
1.G+k 是 序列 中 第 一 个 这 拌 的 名， 它 的 关键 子 图 不 含 馈 路 ， 
2.G,G&ÜE)BIG, 得 到 ， 其 办 法 是 峭 减 G, HALAL. I. 3E GR 
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(15.54) 中 的 要 求 修 改 边 权 。 

S2 SAPER, FAAEA p 的 一 个 最 AX. RBH, Tv i 
B,.,, By. z, Ut, B,, 其 中 : 

1. B, Coscisck — DEGH- TRAX: 

，2. 对 于 i2>0， 按 式 ( 15.56 ) PHB. PSI TUSCE EB, 口 

举例 ， 设 图 15.23(a) 中 的 图 为 G,， 图 15.23(b) 中 的 图 为 吾 ,， 互 ,是 G ,的 关键 子 A. 

CARTE, EKBAR, PRIS. 2a) RG, Gk XBT 

吾 ,， 如 图 15.24(b) 所 示 。 玫 ,不依 回路 。 因 此 ， 互 ,是 如 :前 一 个 最 优 分 支 。 再 扩 AH AB 

顶点 41 和 4; 后 《它们 对 应 旦 ,的 两 个 有 向 回路 ) ， 就 得 到 G。 的 一 个 最 优 分 支 ， 如 图 15.24 

(CBE. 


*wy2 


ta) tol 


{ec} 
图 15.24 (MAG; COC WARE; OMK PMGH—-+REDK. 
SCAR 15.56] 44 tH T Edmonds$ ik ij— 4r O(mnlogn)3t30, Heimá ww. n AWA 
数 。 也 可 参见 文献 [15.57]，[15.58]， 其 作者 都 独立 地 发 现 了 Edmonqs 算 法 。 


15.9 进一步 阅读 
文献 芋 作 中 已 经 发 表 了 许多 有 关 图 论 问 题 的 有 趣 算法 ， 下 面 列 出 其 中 部 分 问题 ， 并 附 
有 关 参 考 文献 。 
同 构 [15.59], [15.60], [15.61], [15.62]. 
平面 性 [15.63], [15.64), [15.286], [15.51], 
连通 度 [15.65], [15.66], [15.37], [15.87], [15.51]. 
色 数 [15.68], (15.691, 
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Paws (15.70), [15.71], [15.72], [15.8], (15.73), 

独立 集合 与 稳定 性 数 [15.74], [15.75]. [25.76], 15.77], [15.78], {15.79}. 

eme [15.80], [15.81], [15.82], [15.83], [15.84], [15.10],[15.385], 
也 参见 本 书 第 一 部 分 中 的 10.9 节 ， 

扩张 问题 [15.86]，[15.87]。 

并 行 计算 [15.88]. 

分 支 [15.89], 115.90), [15.91], [15.92], 

网 络 优化 [25.93]. l 

排 进 度 [15.94], [15.95}, [15.96], [15.97], 715.98], [15.99], [15.100]. 

用 图 论 研究 线性 方程 组 『15.101], [15.102], [15.103], [15.104]. 

近似 算法 [15.105], [15.1063 


15.10 习 E 


15.1 RMR mCH eH ERSTES 我 出 特定 表 5 到 其 它 质 有 点 的 景 短路 大 的 修改 Dijks- 
tre XE EGO. KPRRRSRE, ERRCHUR, wa, OR AR A Bp hu, DK 
$1 Fuses, &0(8)—0, o(4)=00, 
S? #BS={s}, 
Si MRS= SMH, wh XE u* 3EBE Ro (C) — min { o(u) } Hu" ES, 
S4 UFR, VERY, Bo(vy=min{o(v), o(e*)+wlur,v)}, Fes ab RD 
s(v), WES=SU (v), 
S5 &S-S-i(u*), 3SESIJS3, 
{ 克文 献 [15.4] ) 。 
15.2 灾 于 在 无 负 长 度 有 向 回路 的 加 和 权 图 中 , 求 所 有 顶点 对 间 最 短路 的 算法 , 试 证 : 下 述 由 Dantizig 
FEARS. 10] Er RARE. WHE, DEA RI E N, <i, jak, 其 路 
经 上 没有 一 个 到 点 的 标号 高 Pk w, D—W'G, DAAG, 及 的 长 度 ， 如 果 不 存在 这 条 
W, wa, J)— 99, EII F HAL wi, 0-0, 
S! Wk-2, 
S? 对 于 ! 必 i<:k， 和 使 
WG, kj min { wi, I), WEG, f+, BD}, 
W ck, i= min { wek, i), wk, DEW, Dl. 
S3 Wisi, jk, Bk 
| We, D-min( Wid fp, Wd, ky) W*ck, pt, 
S4 füWk-n, Fis GM, Ek=k+i, HHS, RHENE, Sb UT EH 
出 负 长 度 阿 路 。 
15.3 用 折 扯 分 兴 的 方法 ， 设 计 出 求 非 周期 如 轰 有 向 图 中 及 顶点 5 到 其 它 所 有 顶点 的 最 短路 径 的 
Hk. 
15.4 (BE MIU fiie RES REM- d), IRA, Floyd (51515,2) Yriz jeu — ie nion 
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15.7 
15.8 
15.9 
15.10 
15.11 


15.12 


15.13 
15.14 
15.15 
15.16 


15.17 


15.18 
15.19 


WEA: QBMARERA OS. Lh. LOWE MAH, HE hal Bbc 
Sla, =el WARE, by d bias laa, lese col) 也 满足 特征 我 
At ERE USED NUT HERI, ( 这 里 6 与 式 ( 15.17 ) 中 定义 相同 。 ) 

18 23 ELS. SKA SEE BH m fap adeno, Hor CMR MAA SRE R 基 
Alla. 

XE CL 1, 2, 8, 3, 4, 4) TRIB — UN SB SERES 
WH: EARL. Sp HEHE E, SEZ CER, MRI, -, MRR 
E. IBARRIEL, ” 
PEASY i FE BR ADEA A FTA H.C CHA 15.282 > 
证 明 : 如 果 运 输 网 络 访 中 不 存在 有 向 s imf. ROR AR EAP By qe m dE 
TE, 

RS, HaT, 了 了 ) 足 运输 网 络 下 中 的 最 小 切割 ， 证 天 : SUT, SUDAKSAT, 

Sn Tous Ni t EUM, 

iF: XETEXEILDY BONCe ROME EDT, TEREKAM, THEMEN eR ide, 
HORS T S 

EE OSHS, Hof ets, tH PE MOF, TRON RHE FUA Mn fr p Fr 
REARRERAM, SERA GADAL, (RANMA BMY), SUREE 
15.14 所 峙 的 结 宰 。 ) : 

考虑 一 个 运输 网 络 NN， 其 租 条 边 流量 的 下 限 已 给 定 。(4) 找 出 双 中 存在 流 的 充 要 条 件 。(b》 
dt eR MGR IBN dE ECKE 5 见 文 献 [15.108] ) 。 

WA: 每 条 边 具 有 流 的 下 限 的 运输 网 络 中 ， 存 在 一 个 流 当 且 仅 当 每 条 边 e 在 有 向 加 路上， 或 
Hts (ham HBL, RAE - s 的 有 向 路 径 上 。 

用 找 出 去 输 网 络 村 中 一 条 边 8 的 方法 ， 投 述 该 边 起 有 这 种 性 质 ， 有 妈 增 加 边 容 景 就 能 增加 对 中 
TEX. 

一 个 最 信和 他 支 不 一 定 荐 一 个 最 优 有 向 生成 料 。 说 明 ， 怎 样 修 攻 Fgmonds 算法 ， 就 可 求 出 最 
fA Ms RT. 

(aE: FEPrimE XRS. 81 PoR f BO BIG - (CV. ERAN RH A HT 
效 性 : 

选取 中 和 全 一 便 点 v。 在 所 有 与 相关 联 的 边 中 ， 选 取 蝴 小 权 的 边 e,。 构 洁 e, 并 令 G! 是 收缩 
e KRIE. EC LARA, sje week. Wen, ea 06 AT 


PG WRAL RH, 


COE —PPrimB O(n MBE, 

AUR AD RAMI Ae (W5. ), wHIHall;gES ( 定理 8.31 ) KZREN, 
GG 一 ( 久 ， 了 了 ) 是 一 个 二 分 图 ， 其 中 从 到 Y 之 闻 有 一 个 完全 匹配 。 内 测 可 知 存 在 一 个 顶点 i 忆 
及 ， 从 而 对 每 条 与 y 相 关联 的 边 6， 都 存在 :个 包含 e 的 完全 匹配 ( 见习 题 38.16 ) 。 直 接 才 找 
这 样 的 项 点 ?的 算法 需要 OUpans 所 ) 的 时 间 。 试 找 出 一 个 更 有 效 的 算法 。 
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